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Y Bom

OBaj pan je HacTa0 Ka0 IPOAYKT OAPeheHnx cTapux apuHUTETA IpEMa
MOJIMHOMUMA, jOII KPO3 n00a M3ydyaBama WUCTUX Yy MIKOJU, U HOBUX OBO-
roummuX apuauTera npema npenvery Hymepumuka maremarwmra. OBa
TeMa, Takopehu, geHOMeHaAJHO cIlaja OBa ABa y jelaH jako MohaH pe3yJ-
TaT.

Tpymuo cam ce ma pan Oyme pa3yMbuUB U Ja 3a HETOBO UUTAHE HE
Oyme mOTpeOHO OrpOMHO Tpea3Hawme. Besnuku Opoj TeopeMa je mOKa3aH
1 CBe je MOCTYIHO m3JokeHo. Mmak, 3a pa3dyMeBame pana Ol Mpea3Hama
OTPeDOHO je OCHOBHO 3HAME O MOJUHOMUMA, KA0 U 3HAHE O MHTEPIIOJIAIIA]HU.

Y TpBOj riaaBM M3JIOKEHA je OCHOBHA TeOPUja OPTOTOHAIHUX IOJU-
HOMa. ¥ IPYTOj TJIaBU MOCTENeHO cy u3BeneHe yommreHe Fbhyru-KoTecose
KBaapaTypHe dopmyiie kao yBon y l'ayc-Kpucrodenose, rue je moraszana
IeHTPaJiHA TeopeMa KOoja MoBe3yje MpBe OBe TJiaBe. 3aTuM Ccy y Tpehem
nexy Ilpumepu u npumene naTm npuMepu 3a Behu meo cTBapu MOKA3aHUX Yy
IpBE [BE TEOPUjCKe IaaBe. Y YETBPTO] TJIaBU AAT j€ MOOEPHUJU TPUCTYI
HYMEPUYKOM m3padyHaBamwy kpo3 umniaementaunjy y M ATLAB codpTBepy.

Ha wpajy, mckasyjem 3axBajIHOCT MEHTODY, 0p Axnexcandpy Ilejuwesy 3a

IoOMON pu nucamy panga, JOCTYIHOCT U CyrecTrje Kako O0u pan 6muo 60U
U JIETIIIN.

Beorpan, jyna 2015. Huxona Hedemwrosuh



1. OpTOoroHaJIHM MOJIMHOMMU

OpToroHasHU MOJUHOMU CY O BEJWKOT 3HAYAja Y HYMEPUUKO] MATEM-
ATUIIA U MMajy TPUMEHy y pa3HUM TI'paHaMa MaTeMaTuKe, (U3UKe U OC-
TaJIuM IpuMemeHuM Haykama. OHU ce MOry YBECTU Ha Pa3JIUJUTe HAUWHE,
a oBze he To dbutu ypabeno nmpexko MmomeHT-pyHEIMOHENE. Y nexy IIpumepu
u npumene duhe HaABEIEHU HEKU OJ KJIACUUYHUX OPTOTOHAJIHUX MOJIUHOMA.
[TocToje HOpP. W AUCKPETHNM OPTOTOHAJHU MOJWHOMU, KAO U MOJUHOMU OP-
TOTOHAJHU HAa TOJYKPYry (Bumetu y [1]). Y oBom meny Guhie usnoskeno
HEKOJIMKO HajOUTHUjUX TeopeMa KOjuM heMo ce KOPUCTUTU IPU yBODhHemy
OPTOTOHAJHUX MOJUHOMA y KBaJApaTypHE (OpMYyJIe.

Hedunaumuja 1.1. Pyuruuja p(r) mepunucana Ha uaTepBatdy (a,b) je
TeKUHCKA (PYHKIMja aKO Je OHa Ha TOM MHTepBaJly HeHeraTUBHa, UHTErpa-
OuaHA U HeH MHTEerpaJl je MO3UTUBAH M KOoHadaH. Ako je uHTepBaJ (a,b)
OeckoHaUaH, 3a TERKUHCKY (QYHKIM]y p(x) MOTpeOHO je ma amcoyTHO KOH-
BEPrupajy UHTETPAIU

b
Ch = / *p(z) da,

3a k=1,2,... Uurerpane C}, Ha3uBaMO MOMEHTUMA TEKUHCKE (QYHKIHjE D.

Jedmaunmja 1.2. $yHKIUjY 1B TPOMEHBUBE Jky 30BeMO KponekepoBoM
neyiTa QYHKIUjOM U OHa y3uMMa BpemHocT 1 3a k=n u 0 y CynpoTHOM.

Iedmuummmvo cana opToroHadHe mosmHoMme. Hawmme, mera je P numH-
eapHU IPOCTOP CBUX aJredapCKUX MOJUHOMA HAA TOJHEM KOMIIJIEKCHUX OPO-
jeBa C, {Ck}ren, HU3 KROMIIEKCHUX OpojeBa u L : P — C ¢ynrumonena
neduHUCcaHa momohy:

1. L[z*] = Ck, (=0,1,2,...);
2. LlaP(z) + BQ(x)] = aL[P(z)] + BLIQ(z)]  (Va,B € C; VP, Q € P).
Tana ce ra:ke na je L MOMeHT-(GyHIMOHeJ A onpehera MOMEHTHUM HU30M

{Ck}ren,, a 3a Ck ce raske ma je MOMeHT pena k.

Heduaumuja 1.3. Huz nomuuoma {Qf}ren, jé OpTOTOHANIAH Y OTHOCY
Ha MOMEHT-(YHKIIOHETYy L akKo je

19 deg Qi = k;
20 L[Qr(2)Qn(x)] =0 (k # n);
30 L[(Qr(x))?] #0,



3a cBako k, n € Ny.

Yecnosu 2°, 3° y nperxonmoj aepuHAIIjI MOTYy GUTH 3aMEHEHN yCIOBOM

upu uyemy je K, # 0.

CrenujaJHO HU3 TOIUHOMA OPTOTOHAJAH Y OJMHOCY Ha MOMEHT-(YHKINOHETY
neprHUCAHY ca

b
1) Clf) = / p(2)f() de,

rae je f € P, a p TeKUHCKA (PYHKIUja he HaAM OUTH OZ BEJIMKOT 3Hadaja y
HYMEPUYKO] UHTETr DAIjU.

Teopema 1.1. Hera je £ moment-dyurnnonena n {Qg}ren, HA3 MOIN-
moma. Tana cy caeneha tpu TBpbhema mMehycoOHO eKBUBaJICHTHA:

1. vn3 {Qk}ren, je opToroHanan y omsocy Ha L;

2. L[P(x)Qn(x)] = 0 3a cBakn moixumuoM P crenmeHa m < n u
L[P(x)Qn(x)] # 0 aro je m = n;

3. L[x"Qn(x)] = Kpdmn, vae je K, #0 (m=0,1,....,n).

Iloka3. Ilokaxxumo npBo 1 = 2. IlpermocraBumo na Baku 1. Kako je
deg Qi = k, TO ce TOIUHOM CTEIEHA M MOYKE IPEICTABUTU KAO JMHEApPHA
KoMOuHaIMja moauaoMa Qo, @1, ... Qm, Tj. BaKu

P(z) =) oxQx(x),
k=0

rae je P momuuoM cTemena m, ma je caMuM TUM U &u, 7 0. Tana, ¢ o63upom
HA JMHEAPHOCT MOMEHT-()YHKIMOHeJe L, MMaMOo

LIP()Qn(2)] = arL]Qr(2)Qn(x)] =0
k=0

3am<nu

LIP(2)Qn(x)] = anL](Qn(x))?] # 0
3a m = n, 300r « # 0. Wumnmuramuja 2 = 3 ce mobuja craBspajyhu
P(x) = ™. Horaxumo cama 3 = 1. Hekra je k <n u Qr(xr) = ag + a1z +
asx? + ... + apx® ap #0. Cana je

k

LIQk(®)Qn(x)] = a:L[z'Qu(z)] =0

1=0



360r L[r'Q,(z)] =0 (i = 0,...,k). Taxobe je L[Qn(2)Qn(z)] = anK,, # 0,

yuMe je IoKa3 3aBpiieH. [

[TocraBma ce murame eraucreHnuje Huza noauHoMma {Q}ren, KOjU je
OPTOrOHAJIAH Y OJHOCY Ha MOMEHT-()YHKIMOHENY L, Tj. H-eH MOMEHTHU HU3
{Ck}ren,.- Ha To murame omrosop maje ciaemeha Teopema.

Teopema 1.2. IloTpebHU ¥ HOBOJHHU YCJIOBU 3a €T3UCTEHIN]Y HU3a
OPTOTOHAJIHUX MOJUHOMA Y OTHOCY Ha MOMEHT-(YHKInOHeNy L Cy

Ar #0
3a k=1,2,...., voe je
Co C1 ... Cip_q
ci, Cy ... (O
(2) Ap=| .
Cro1 Crp ... Cop_o

T3B. MOMEHT AOeTepMMHaAHTA.

IHoxa3z. Heka je Q. () = ¢no + @1 + - + gunx™. Ha ocuoBy TBphema
3.y Teopemu I.1. ycIOBM OPTOrOHAJHOCTU C€ MOTY MCKa3aTU y OOJMKY

(3) [,[ZI?an<$)] = Z anCk—i—m = Knémna
k=0

rae je K, # 0, a m y3suma Bpennoctu 0,1,...,n, mTO je 3ampaBO €KBUBa-
JICHTHO CUCTEMY JMHEAPHUX jeITHAUUHA

Co C1 ... Ci dno 0
ci Oy ... C Gn1 0
() - -1
| Che1 Cr oo Cop—2 | | Gan | | K, |

roe je k=n+ 1.

AKO mpeTnocTaBUMO [a HU3 OPTOTOHAJHUX MOJUHOMA y OMHOCY Ha L ersu-
cTupa, Tana je oH jemuHCTBEHO onpeben koncrantama K, y (3), mro 3naun
nIa cucreM jemHauwnHa (4) UMa je MHCTBEHO pememe. Ako 6u 6uino Ap = 0,
ouma 6u nmo KpamepoBom mpaBuny cucreMm jemnaumna (4) mMao uiav HyJa
min GeCKOHAUYHO MHOrO pemema (koHTpamuknuja). Onartie 3akrmbydyjemo
na je App1 #0 (n>0).

O6puyrto, ako je Ap # 0 (k > 1), tama 3a npoussosmno K, # 0 cuc-
TeM jemHaunmHa (4) MMa je IMHCTBEHO pEIIeHme, MTO 3HAYMW N8 MOJIUHOM @,



Koju 3amoBosbaBa (3) ersuctupa. Kopumhemem Kpameposor mpasuia u
JlammacoBor pa3Boja mo k-TOj KOJIOHU ITOOUjaMoO

An

0
An—l—l #

Qnn = K,
3an > 1uqy # 0, 3armpyuyjemo na je deg Qr = k, mToO 3ajeqHO ca TPETXOI-
HUM noka3yje ma je {Qk}ren, HA3 OPTOrOHAJHUX IIOJUHOMA Yy ONHOCY Ha,
L. Ipumernmo na je uu3 {Qktren, jeIUHCTBEH n0 Ha KOHCTaHTy K, (32
CBAKU MOJUHOM). [

OrpannunmMo ce cana Ha MoMeHT-¢QyHEnuoneay (1). Hera je {Qktren,
HU3 OPTOrOHAJHUX MOJWHOMA y OTHOCY Ha MOMEHT-(yHKIuoHesy (1), Tj.
OPTOTrOHAJIAH Ca TEKUHCKOM (QYHKIUjoM p Ha (a,b).

Teopema 1.3. Cse myse moaunoMa (Jr Cy peajiHe, Pa3JuduTe U IPU-
nanajy uarepsauy (a,b).

Iloka3. Kako je, 300r OpTOTrOHAJJIHOCTH,

b

L1Qu(2)Qo()] = / p(2)Qu(@)Qo(x) d = 0,

a

3a k> 1 (3a k = 0 monuaoM HeMa HyIa), a Qo(x) je rorcranTa u Qu(z) # 0
(ako 6u 6uno Qo(z) = 0, omna 6u 6uno L{(Qo(x))?] = L[0] =0), ouna je u

/ p()Qk(z) dr = 0.

Harme, monuHOoM Q) Mema 3HaK Oap y jemHoj Tauyku m3 naTtepBata (a,b), Tj.
rMa 6ap jemHy peaJsny Hyay HenapHor pena y (a,b). Heka cy x1, ...,y (m <
k) cBe peanme Hyse HemapHOr pena moiauHoMa i, kKoje mexe y (a,b).
Hepuaumumo nosuaom P momohy

P(z) = Qr(z)w(w),

rae je w(x) = (x—x1) - - (x—x,,). Kako ce monuuom w(x) Moske IpeacTaBuTU
y ODOJIMKY

w(z) = Z ;Qi(x),

nmMaMoO

/abp<x>P<x> dr =Y /abp@)czk(x)cgi(x) ) = o i

1=0

mTO je HeMoryhe ca

Tj. aro je m < k, mobujamo f;p(:c)P(x) dr = 0,
(a,b). Camum TM Mopa OuTwy

063upom Ha TO na P(z) He Mema 3HAK Ha



m = k yuMe je mOKa3 3aBpIieH. [

Teopema 1.4. Usmeby Tpu y3acronna nomnaoma y HU3Y {Qf }ren, TOC-
TOJU PEKypPEeHTHa pejaluja

Qr+1(x) — (ogx + Br)Qr () + 1Qr—-1(x) =0

rae cy ok, Pk, Vi KOHCTAHTE.

Iloxka3. l3abepumo «j TakBO na je mosmHOM R medwmHmMCaH momohy
R(x) = Qgy1(x) — apxQr(x) crenena k. Ilpencrasmamem momuHoma R kKao
auHeapHe KoMOumHaIMje moauaoMma (o, Q1, ..., Qr modbujamo

k
Qr+1(2) — apzQr(x) = BrQr(x) — Z%‘Qa’—l(x)-

MmuoskemeMm oBe jemnakoctu pemom ca Q;, 0 < ¢ < k — 2, u npuMemnu-
BameM MOMEHT-(yHKNMOHene L Ha BY 3akbydyjeMo penoMm ga je v; = 0,
(j=1,..,k—1). Canga ce Hama jeJHAKOCT CBOAU HA MOYETHY. L]

Moske ce mokazatu m OOpHYTO TBphewme. Hawmme, ako HU3 TOJMHOMA
3a0BOJbABA OBY TPOUJIAHY PEKYPEHTHY PeJIalujy, Taaa MOCTOjU MHTEPBAJ
(a,b) n TeskMHCKA QYHKIMja p y OMHOCY HA KOjy je OBaj HU3 MOJIUHOMA OP-
Torouasas Ha (a,b). OBo HaM maje HEKM MOTJIE HA TO KAKO KOHCTPYUIIEMO
omroapajyhwu unz oproronasuux nmonuaoMa {Q }ren, -



2. RKBanparypue ¢popmyJie

[Toznaro je ma onpebenn nnrerpan gpyuknuje pagynamo no Ibyru-Jlajo-
HUIIOBO] GOpPMYyIU Kao

/ f(z) dw = F(b) - F(a),

rzae je F' mpumutuBHa ¢yukuuja ¢ysknuje f. Mnak, y MHOIUM cirydajeBrUMa
Huje Moryhe npuMmenutu Ibytr-JIajornnoBy dopwmyny. Ha mpumep, ako
noauHTerpadHa QyHkuja f HUje 3aaTa aHaJIUTUYKAM u3dpaszom f(x), Beh
IapoOBUMa BPEAHOCTU (a:i,f(xi)), WM Kao IITO e caydaj ca padyHameM

VHTerpaJa:
b b o b
2 sinx
/e v dm,/ dx, / cos(z?) dx.
a a x a

rae ¢ymknuja F' He Moske ma ce mpencTaBu NOMONY KOHaUYHOr Opoja esi-
eMeHTapHUX (QyHENUja. Tarobe, moxke nma ce mecm ma Ibytu-JlajoHnnosa
dopmysIa IOBOAM MO BPJIO CIOKEHOT M3pa3a, Yak M KOJ U3padyHaBama
VHTerpaJja JeTHOCTABHUjUX (YHKIUja, Ha IIPUMepP

av/3

2—a

¢ dx 1 1
=lo a+11/3 — Zlog(a® —a+1)+ —arct
/01+$3 g(] 1179) s1og( ) ety

Orpanudema Koja ce jaBibajy KOI IPUMEHe aHAJUTUIKAX METOa 34 pady-
Hal€ OJIpe heHnX uHTerpaJia npeBasuiaal3e ce yBohemeM HyMepUUYKUX MEeTOIA.
Popmyne momohy KOjux ce BpmIM HYMEPUUYKO M3padyHaBame oapebheHwmx
VHTerpaJja Ha3uBaMO KBaApaTypPHUM ¢gopMyJaMa.

Omnmra maeja Ha KOjOj ce 3aCHUBAjy METOAU HYMEPUYKE WHTErpaluje je
ANPOKCUMUpAame jenHe QpyHKIUje APYyroM, Tj. ako f(z) anpokcuMupamo ca
g(z), onma je

I(f) = / ) dr~ / g da = I(g)

Axo je g mHTEpHOJIANMOHY IOJUHOM, OAroBapajyha kBaaparypHa popMmyia
Ha3MBa Ce MHTEPIOJAlNOHA.

2.1. Ibyrs-KorecoBe kBanparypHe popMmyJie

Heka je f : [a,b] = R, u mera je h = =% dopmupajmo paBHOMEpHY

n
nozjesy oxcedka [a,b| ca kopakom h,

ro=a; x; =x0+th, 1=1,....n.



OBako cmo mobuiu n + 1 Tavaka, Koje Cy HaM YBOPOBUM WHTEPIIOJIAIN]E
¢yurmuje f mommaomom P, (z) (koju je jemmHCTBEH), Tj. Basku

f(@) = Pa(z) + Rn(2),
rie je

_ ()

(5) Bnl) = =)

(x —x0)(x — x1)....(x — )

rpemka uHTepnonanuje, a &, € (a,b). Canma je (36or menperkumuoctu f(x)

n P, (z)) b b b
/af(:v)da::/a P, (z) dx+/ R, (z) da.

a

Hobunm cMo kBaapaTypHY (HOPMYILY

b
(6) Q) = [ Pula) da.

a I'pelllka Te KBaJpaTypHe ¢opMmye je

b
(7) En(f) = / R, (x) du.

3a pa3amumTe BPETHOCTU 3a 7N OOOMjajy ce KBaJgpaTypHe (opMyse pa-
3JIMYATOT CTENmeHa TadvyHOCTU (y CMUCIY pena BeJudynHe rpeinke). Pas-
MOTPUNEeMO HEKOJMKO CIIENUjaJIHUX CJIydajeBa y KOjuMa heMo y CBOjCTBY
nonuHoMa P, kopuctutu npBu HHyTHOB MHTEPHIONATIMOHN MOJUHOM Ca €K-
BUAUCTAHTHUM YBOPOBUMA (MOKE ce KopucTuTy u Jlarpamkos),

2 n
Yo A"y
50 s(s—1)+...+ .

P, (x) = P,(xo+sh) = yo+Ayos+ s(s—1)...(s—n+1),
rae je h kopak mozene, a AFyy komauna pasnuka pena k.

Hanomena: Konaune pasnuke ce neguHUITY Kao:
Akyz’ = Ak_lyz’+1 — Ak_lyz'; Aoyi =y = f(zi).

IIpaBuiio mpaBoyraoHmuka

Y oBoM cayuajy n = 0, Tj. UMaMO caMO jemgaH YBOP WHTEPHOJaIldje, IIa je

Py (z) = Po(x) = yo = f(z0) = f(a)

b
(8) QmU%{/f@Mmzﬂww—@



OBo mpaBmIIO 30BEMO TPABUJIOM JIEBUX IpaBoyraouunka Moskemo HIIp. y3eTu
3a YBOP MHTEPIOJallije NEeCHU Kpaj uHTepBaJia b, uiau cpeauHy MHTEepBaJa

aTera na penoM 1o0mjamo Q02(f) = f(b)(b—a) n Q03(f) = f(“T“’)(b—a), mrro
Cy penoM IpaBUja OECHUX U CPEOIbUX IPaBOyraOHUKA.

Tpame3no mpaBUJIoO

Y oBowMm ciay4ajy n = 1, Tj. uMaMO OBa YBOPAa MHTEpHIOJaluje, ma je
Py (z) = P1(z) = yo + Ayos,

3a KOju je

/abpl(x) d:c:/()lpl

h(f(a)

1
A
hds:h/ (yo + Ayos) ds:h<y0—|—ﬂ)
0

(xo + sh)
f) = fla)\ _ fla) + f(b) :
+ 5 ) = 5 (b—a), Tj.

) ) = 1T )

IIITO je yIIpaBoO MOBPIIUHA Tpamne3a oapebenor ca uBopoBumMma g = a,xr1 = b
1 TadKaMa, (xo,f(:z:o)),(xl,f(ml)), IITO C€ WM MOIJIO OYEKUBATU C OO3UPOM
Ha TO Ha je HbyTHOB MHTEPIOJAIMOHU TMOJUHOM HPBOI CTENEHA JIMHeapHA
¢yHKIIja KOja IIpoJia3d KPO3 OBE ABE TAUKe.

CuMicoHoBoO IIpaBMAJIO

Y oBoM ciydajy n = 2, Tj. mMaMO 3 YBOpa WHTePHOJaluje Ty = G, L1 =
b .
%, r9 = b, ma je

2

A%yo
51 s(s —1).

P, (z) = Py(x) = yo + Ayos +

Tana Ha cauyaH HAUMH KAaO W 34 NPETXOMIHO IPaBUJIO HOOMjaMo

b 2 2 A2y0
/ Py(z) do = / Py(zg + sh)h ds = h/ (yo + Ayos + 5 s(s — 1)) ds
a 0 0 :

=2 (fa) +4£ (“F0) 4 5 0), i
(10) Qa(f) = 2 (Fla) + 47 (S50 + 1))

Y oBoM cirydajy, Kako je EbyTHOB mHTeproJslanvoHn MOJUHOM Tpeher cre-
nena, QQ2(f) je ympaso moBpmmHa wmcnox mapaboJsie Koja Iposasu Kpo3

Ta4dKe (950, f(xo)),(wl, f(fﬁl)),(@» f(x2))'



2.1.1. I'pemre IbyTta-KoTecoBux kBamparypHuUx popmysa

Teopema 2.1. Hexka je f : [a,b] & R menperkmmna (yHKIUja 1 HEKa je
¢yuruuja g : [a,b] — R cramasor 3maka Ha [a,b]. Tanma mocroju £ € |a, 0]
TaKBO Ia je

/a " F)a(e) de = £ / o) de.

Ioxa3. Heka je 6e3 ryb6mema ommroctu g(z) > 0 Ha [a,b]. Kako je f
HEIPEeKUIHA Ha [a,b|, OHA HA TOM WMHTEPBAaJy y3uMma CBOj MakcumyM M =
f(Xmaz) 1 MuarmMyM m = f(Zn). Hdeduanmumo ¢yHrnmjy

Cana Baxu

F(min) = f (Zmin) / () da = /  Fmn)gle) do < /  fag(a) da

F(mas) = f(mas) / () da = /  Ftman)g(a) d > /  Fa)g(a) da

Kako je F(z) menpekunna Ha [a,b], y3 mpeTxomHa ABa ycjaoBa KOOHjaMoO Ia
(3¢ € [a,b]) F(&) = f; f(x)g(x) dx, unme je moka3 3aBpren. O

Teopema 2.2. Heka je f : [a,b] — R Henperumuo mudpepenimjabuana
¢yurumja Ha [a,b]. Tama mocroju n € [a,b] Tako ma 3a rpemky Foi(f)
IpaBUJa JEBUX IMPABOYraoHUKa (8) Basku

(11) Eo1(f) =

IHoxa3. Ha ocuoy (5) u (7) je Ro(x) = f'({z)(x —a) m

b b
(12) Eo1(f) :/ Ro(z) dx :/ (&) (x — a) du.

Kako je f’ menperkumua GyHKIUja U £—a HE MEHa 3HAK HA [a, b|, TpUMeHUBIIN
Teopemy 2.1. ua (12) mobujamo

En(f) = £'() [ (o a) do = )

a



3a HeKo 1 € [a,b]. O

['pemka npaBuiaa JI€eBUX NPABOYTAOHUKA j€ Yy OMINTEM CJIydajy jaKO Be-
auka. Cana yBommMmo jemny nepumHUIM)Y KOjoM heMo ce mocTta KOPUCTUTH.

Hedpuannumja 2.1. Ksanparypua dopmyna Q,(f) (6) je amrebapckor
cremena TauHOCTH M ako je E,(zF) = 03a k= 0,...m u E,(z™!) # 0.,

Tj. ako je oHa TauHa 3a cse f(z) = 2* rme k = 0,...,m u Huje TauHa 3a
fl@) =am+t.

[Tpumerumo na je Egi(f) = 0 3a cBe moJMHOME HYJITOT CTEINEHA, Tj. Ia
je ¢popmyna (8) mpaBuia JeBUX IPABOYTAOHWKA TAYHA 34 CBE KOHCTAHTE.
To ce u morso oueknBaTu ¢ 0063upoM Ha TO na je HbyTHOB MHTEpPIOIATIMOHN
IOJIWHOM y TOM CJIy4dajy 3alpaBO HYJITOT CTEIeHA.

[Tpumernmo Takobe ma je dopmysa (6) TayHa 3a CBe HOJIUMHOME 7-TOT
UM Mamker CTeleHa, jep, KAKO CMO Ty MHTepnoaupaam y n + l-om uBopy,
HbyTHOB MHTEpHIOMAIIMOHN TOJWHOM MOJWHOMA CTEeNeHa Mamer WIn jen-
HAKOT N j€ MCTU Ta]j MOJUHOM, Tj. ajarebapCKy cTemeH TAYHOCTU KBaApaTypHe

popmyse Qu(f) je Gap .

Teopema 2.3. Heka je f : [a,b] - R nBa myTta HENpPeKUIAHO IUPEpPEH-
ujabunna ¢yermuja Ha [a,b]. Tama 3a rpemky kBagpartypHe dpopmyite (9)
BayKI

(b—a)’

(13) Er(f) = —Tf”(ﬁ)

3a HEKO 1) € [a, b].

OBa TeopeMma ce mOOKa3yje CIMYHO KaO MpPeTXOogHa Takohe mpuMeHOM
Teopeme 2.1. Ha napenny TeopeMy ce HE MOKE TaKO JIaKO MpuMeHuTu 1eo-
pema 2.1. 30or Tora mTO oaroBapajyha ¢QyHEKOMja Mema 3HAK Ha 3a4aTOM
VHTEepBaJy. 3a IMOTIYH JOKAa3 OBe U HapemgHe TeopeMme morienatu [3].

Teopema 2.4. Heka je f : [a,b] & R "yerupu nyrta HEIPEKUIHO TUPEP-
ennujabunua pyskuuja #a [a,b]. Tana 3a rpemky kBagparypHe (Gopmyse
(10), tj. CuMICOHOBOI IpaBUJIA BAKU

(b—a)®

(14) Eo(f) = —Wf(lv) (1)

3a HEKO 1) € [a, b].

UeTBpTU M3BOA OBIE HaAcCTaje Kao Mpoaykr Jlarpam:koBe Teopeme O
cpenmoj Bpenuoctu. OmaBme BUOUMO Ha je aJaredbapCKy CTEIEeH TaYHOCTU
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CumnconoBor npasuia 3a 1 Behu on odyekuBaHor, Tj. mako je HbyrHos un-
TEPIOJANNOHN TIOJUHOM IpPYror cremnena, popmyna (10) Baxku u 3a momau-
mome tpeher cremena, momro je 3a wux Es(f) = 0. OBo je pasaor 36or
kojer ce CuMICOHOBa OPMYyJIa YECTO KOPUCTU Y HYMEPUUKO] MHTEr DAL H.

2.1.2. YonmreHe kBanparypHe ¢popmysie IbyrH-KorecoBor Tuna

KRao mTo BmammMo m3 mpeTrxomHo mM3BeAeHMX (GOpMyJa 3a TPEImKe KOI
mpaBuja OpaBoyraoHuka, tpame3a m CUMICOHOBOT, rpemka ce moBehasa
KaKO ce Iy:KuHa umHTepBaJsa [a,b] mosehasa. OBy rpemky MoOkeMO cMa-
BUATY TOJEJIOM OBOT MHTEpBaJa |a,b| HA Mame MOAWHTEPBAJE, U MPUMEH -
BameM OATrOoBapajynNmx mpaBuiia Ha CBAKU O HLUX IOjeIMHAUHO.

Teopema 2.5. Hexka je g : [a,b] - R Henperunno mudepennujaburaa
GyHKIMja M HEKa Cy KOHCTaHTE ¢;, ¢ = 1,...,n ucror 3uaka. Ako t; € [a,b],
i=1,...,n, ouga nocroju 1 € [a,b] TakBo ma je

n n

Y agt)=dm) e

Iloka3 oBe TeopeMme je camuaH Kao moka3 Teopeme 2.1.

HanpasuMmo omeT paBHOMEpHY MOJIeNy MHTepBaja MHTErpaimje [a,b] ca
KOpakoM h, Tj.
xo=a;x; =x9+1th,i=1,...,n

rae je h = 2% U3 (11) u (8) mobujamo

b 2
b—a
[ t@ o= s@o-a+ C5 0
[TpumennMo Ty GOPMYITy HA CBAKU HOAUHTEPBAJ [T, Tit1]|, ¢ = 0,...,n — 1.

n—1

/ab f(x) dx = nz__:l (/:ﬁl f(z) d:z:) = Z (f(xi)(:ciﬂ — ;)

i 1=0

o n—1

=By S+ Y )

1=0

12



Ilakne, 3a BpeOHOCT MHTErpaJia JOOUjEeHOT TPABUJIOM JIEBUX TPABOY-
FaOHUKa Y3UMaMO

(15) Ip = hlf(@0) + - f(zn-1)].
IOK 3a rpemky npuMewnyjyhu Teopemy 2.5. mobujamo

(b—a)

(16) B(Lp)| < 5

My,
rae je My = mazx|f'(x)| na [a,b].
Amnasoruo npuMemnyjyhu mpasuio Tpame3a gooujamo

(17) e = 2 f@0) + Jaa) 423 1G]

(b—a)’
12n?
rae je My = max|f”(z)| va [a,b]. Kox CumnconoBor mpasmiaa mmamo 3
YBOpA MHTEPIIOJalje, Tj. 2 MOAUHTEpBaJa, IIa y OBOM CAyYajy OpOj mOmI-

UHTEepBaJia Mopa Outu mapaH, Tj. n = 2m. CJauyHO Kao M y NPeTXOomdHA
nBa caydaja mobujamo

[E(Ir)| < My,

m—1 m—1

(18)  Is =2 [f(eo) + Fleam) +4 D Flamn) +2 3 flean)],
=0 =1
(- )"
)| < Sggpa Ma

rae je My = mazx|fIV)(z)| ma [a,b]. ®Popmyne (15), (17) u (18) pemowm ce
HA3WBAjy YOIIITEHO MPABUJIO JIEBUX NMPABOYTAOHUKA, YONIITEHO TPAIE3HO
npaBuiio u yormreHo CuMrncoHoBO mpaBuiao. OBUM CMO 3aBPIININ K3JIa-
ramwe o Ibyra-KorecoBuMm kBanparypauM dpopmynama.
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2.2. NuTepnosanuoHe KBaApaTypHe popMyJie

Cana hemo mano gpopmaiianje neGuHUCATA MHTEPIOJIAIMOHE KBAIPATY PHE
dpopmyne. Hera cy marte taure a < g < 71 < --- < x,, < b. 3a Te Tauxe
anpokcumupajmo ¢yuruujy f(zr) JlarpamkoBUM WHTEPIOIAIMOHUM OJIH-
HOMOM n-Tor creneHa P,(x), rae je

x) = Y x x x) = T _ Wn+1(2)
Pa(a) = 3 flo) (o). Eala) j:g# Pl sy P AL

U Wpy1(z) = (r —x9) -+ (r — x,). Cana Baxkn

/ @) (@) da / ) Pafa) dr =3

k=0

(fm) / @) L) dsc),

b
(19) / p(@)f(z) dr =~ 3" Cif(ax)

k=0

rae cy C) TeRUHCKU KoedunujerTu, a p(x) TeKUHCKA (OYHKIM]a qeUHUCAHA
y IIPBOM OeJly pana,

(20) Cy = / b( P2)nta (2)

T — xp)w,, o (Tr)

Hedpuaunumja 2.2. Ksanparypua ¢opmyaa obumra (19) y Kojoj ce
reskuHCckr kKoepunujentu C) pauynajy mo ¢opmynu (20) HasuBa ce WUH-
TeproJialloOHa KBagpaTypHa (hopMyJia.

[IpumeTumo ma cy dopwmysie mpaBuia IpaBOyraoHuka, Tpanes3a u Cumi-
COHOBOT ITpaBUJIa WHTEPIIOJIAIINOHE.

Teopema 2.6. Kanparypua dopmyna obauka (19) je marepnonammona
AKO M CaMO aKO je TauyHa 34 CBE MOJUHOME 3aKJbYyUYHO CA CTEIEHOM Nn.

Ioka3. (=): Ako je kBazparypaa ¢opmyia obuura (19) maTepnoma-
IIUOHA, OHIA OHA W MOpa OUTU TadyHa 3a CBe MOJIUHOME CTEIEeHA MAHET WJIU
jemHakor m, 3aTo mTo je JlarpamKoB WHTEPIOJAIMOHU ITOJWHOM TaKBUX
HOJIMHOMA WCTU Taj OJIUHOM.

(«<): IIpermocraBumo cama na mMaMO KBAAPATYPHY (GOPMYILy OOIMKA

[ pa)ste) da =Y dusan)
a k=0
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U HEKA je OHA TadHa 3a CBe MOJUHOME 3aKJLYUYHO Ca CTENeHOM Nn. J{OKaKuMO
A ce TEeRUHCKU KoepunujeHtu di pauynajy mo dopmynu (20). I[Hocmarpa-
JMO TIOJIMHOME

W 11(7)

TN CA)

k=0,..,n.

Kako cy oHu cremena n, 3a BLUX je IpeTXongHa (GOopMyJia TAYHA, Tj. BaKU

/ p(x)Lg(x) dx = Z d; Ly (xz;) = dy.

1=0

C mpyre crpane, Ha ocaoBy (20) nmamo Cj = f; p(x)Lg(x) dx, na je kKoHAUHO
dk = Ck 3a k = O,...,TL. O

2.3. I'ayc-KpucTodesioBe KBanparypHe ¢popmyJie

ITo cama cmo ce ODaBuau OoNTUMAJNHUM onpebuBameMm roepurujenara Cy,
3a MHTEPIOJAIlMOHEe KBagpaTypHe (opMyJie KOoje CMO JIOKa3aau y leopemu
2.6., 1 mOKa3aJau Oa Cy TakBe (OpMyJie ajaredapCKOr CTeleHa TAaYHOCTU
bap n. Ha mobosmmame cTeneHa TAYHOCTU MOYKEMO YTUIATU U M300pOM
yBopoBa x; (i = 1,...,n), KOjuMa MOpPajy OAroBapaTW CTAHIADIHU TE/KIH-
cku roepunujentu Cy (20). Ympaso Tlayc-Kpucrogpesnose rBamgparypue
GopMyI€e MHTEPIOJIAIIMOHOT THUIA MOCENy]y MaKCHUMaJlaH ajlredapCKu cTe-
men Tavynoctu. OHe mMmajy 00JaUK

(21) / p() f(@) do =3 Axf(ax) + Rulf)

k=1

[TpBe unmeje o oBakBuM KBaapaTypama notudy on tbyrra (1676). Korec je
HezaBucHoO on IbyTtHa rKopucTtuo caunune uneje. Ocnamajyhu ce Ha BUXOBE
pazoBe M CBOj pal O XUIEePreoOMeTPUjCKUM pasBojuma m3 1812. ronume,
R.®.I'ayc je 1814. pa3Bmo (hamMO3HM MeTOZI 3a MHTETpanujy, KOju 3HAYA-
jHO moOosmaBa moran no3nare Ibyra-KorecoBe ¢opmyne. Y Tory 19.

Beka 'aycoBe kBanpaType Cy JeTasbHUje paspabuBanu 1 najme pasBujasu
®.I".Mexuep (1864), E.B.Kpucrogpen (1858) nu npyru.

ITocToje HOp. 1 KBaapaTypHE GOPMYJIe KOje KOPUCTE U BPEIHOCTU HEKO-
JUKO TPBUX M3BOJA (DYHKIMje y cBOjuM uBopoBmMa. (OHe Mory mocrtmhu
yak 1 Behy Taunoct on I'ayc-KpucrogpemoBux.

Hedpuaunuja 2.2. Ksagparypua popmyna obaura (21) je Iaycosa ako
cy, 3a yHAIpen 3a1atu Opoj YBOpOBa N, TERUHCKN Koepunujentu Aq, ..., A,
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U YBOPOBU X1, ..., Ty OJaOpPAHN TAKO Aa GOpMyJia MOCedyje MAaKCUMAJJIHU aJl-
rebapCKU CTEIeH TAYHOCTU.

Canma hemo mokasaru ga je Taj] MAKCUMAJHUA ajJredapCKy CTEIeH TAYHOCTU
3anpaBo 2n — 1 koju je ouursenuno Behu on cremena Taunoctu HbyTH-
KRotecoBux ¢popmyna.

Teopema 2.7. AnarebapCKu CTEIEH TAYHOCTU KBaApaTypHE (GopMmyie
(21) muje Behu om 2n — 1.

Iloxka3s. IlpernocraBumo cymporHo. To 3HaUM na je KkBaapaTypHa Gop-
Mmyda (21) TauHa 3a CBe MOJUHOME 2 k=0,1,...,2n. 360r IXHEAPHOCTH
uHTerpasia u popmyie (21), oHa je TauHa U 3a CBE HOJMHOME 2n—TOr CTe-
neHa. Heka je

wp(x) =(r—21)...(x — xp),

2

2(z) mosmHOM 2Nn—TOr CTEHEeHa 3a KOju je

OHIA je W

[ v ar o,

oK je, mpema dopmyau (21),

b n
/ p(z)w? (z) dx = Z Apw?(zy) = 0. O

k=1

Cana hemo mokasatu ma MOCTOju OHAOWP UBOPOBA 34 KOjU CE CTEIEH
TayHocTu 2n— 1 moxke moctuhu. Hapenna teopema je jako OuTHaA U OCJIama
ce Ha Heroumko Beh mokaszamux teopema. Hera je {Qk}ren, HA3 mOM-
HOMa OPTOTOHAJaH y omHocy Ha MoMmeHT-(yukmumoueay (1). Ca P, 03-
HavaBaheMO CKyIl CBUX MOJUHOMAa MAaKCUMAJHOT CTEIEHA M.

Teopema 2.8. Murepnosnanuona ksaaparypua ¢opmyia (21) uma as-
rebapCcKu CTemeH TayHoCTH 21 — 1, ako u camo ako cy zx (k= 1,...,n)
HyJe noauHoMa ().

Hoxka3. Hera cy zp (kK = 1,...,n) myae momuaoma Q,(r) Koje cy
npema Teopemu 1.3. peanue, npocrte u npunanajy (a,b). Heka je, name, f
IPOM3BOJHAH MOJIUHOM U3 Po,_1. Hememem f ca Q,(x) nobujamo

(22> f(x) - Qn(x)un—l(x) + Un—l(x)a

rhoe Cy Un_1 U Up_1 TOdWHOMU U3 Pp,_1. VIMamo

b b b
(23) / p(x)f(z) di = / P(2) @ (@)un—1 () d + / p(@)onr(2) dz, 1.

a
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[ o) @z = [ oy a(o) e

¢ 063UpOM Ha TO Ja je MPBU MHTErpaJjl Ha AeCHOj CTpaHu y jemHakocTtu (23)
jennak mynu npema Teopemu 1.1. Kako je mo Teopemu 2.6. dpopmyma (21)
Ta4yHa 3a CBe IIOJIMHOME U3 P, _1

b n
/ p(x)vp—1(x) de = ZAkUn—1($k), a

k=1

Z Apvp—1(zk) = Z A f(zy),
k=1 k=1

jep ce ybanuBameM xi y (22) mobuja fr_1(xx) = vp_1(xk), TO je u

b n
[ pla)ste) da =3 Aufan)

na gopmyaa (21) uma anrebapcku cremnen raynoctu 2n — 1.

Ioraskumo cana o6puyTo TBpheme. Heka kBamparypua ¢popmyisa (21) uma
asredbapcku crenen taynoctu 2n — 1. Ilomohy x4, ...,%, KOHCTPYUIILMO
moauaoM (,,, TakaB ma je

Qn(x)=(x—21)...(x — x)
1 TOCMATPajMO UHTErpaJl
b
I, = / p(x)z"Qn(z) dr (m=0,1,....,n—1).

Kako je 2™Q,(r) nomuaom cremnena n + m, 1tj. £"Qy(x) € Pop_1, UMaMO

I, = ZAkx?Qn(xk) =0 (m=0,1,..n—1),
k=1

OIaKJe 3aKbydyjeMo na je Hus noanHoMma {Q, }nen, OpTOoronasas #a (a,b)
ca TERUHCKOM ¢yHKIHjoM p(x). O

Cana 3a roepunmjente A nmamo (wy(x) = (z —z1)...(x —xy,))

(24) Ak:/b( p@on@) o1 /bp(x)Q”(x)dx (k=1,..n),

T — ) wy, (Tk) Qr, (zr) T — T
360r wy () = szf). Moske ce mokazatu (kopucrtehn XepMUTOB MHTEPIO-
JIAIMOHYU TOJIMHOM ) 14 je Tpemka ['ayCoOBUX KBAAPATYyPHUX (HOPMyJIa
_ e [ 2
(25) R, (f) = @i |, p(@)Qn(x)” dz (a <& <b),

rae je a, Bogehwu roepunujent y Q,(x).
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3. IIlpumepu u npumene

IIpumep 1. JlemewmeMm mHTepBaJsa mHTerpamnuje Ha 10 jeHAKUX TeJIOBa
U3pavyyHATU NPUOIMKHY BPEIHOCT UHTErpaJa

1 2
I:/e_”” dx
0

noMohy ¢opMyse JeBUX IpaBOyraoHUKa, Tpamne3ne popmysne u CuMICOHOBE
dopmyae. Onenuru rpemky nodujeHnX TPUOIMKHUX BPETHOCTH.

Pememe. IIpumeruMo na Ha oBaj MHTErpaJ HE MOYKEMO MTPUMEHUTU
Bbyre-JlajorunoBy ¢popmyny. Heka je x; = ih, ¢ =0,...,10, roe je h = 0.1
u f(z) = e~ [Ipumemyjyhu popmymne (15), (17) u (18) mobujamo:

Ip =0.7781682,
0.1
It = 7(1 + 0.3678794 + 2 - 0.6781682) = 0.7462108,

Is = %(1 + 0.3678794 + 4 - 3.7402663 + 2 - 3.0379019) = 0.7468249.

Amanusom m3spasa 3a u3BoOJE,

Fllz) = -2z, f"(z) =2(222— e ™, fV(z)=4(4a* — 1222 + 3)e™*
yogaBaMoO 1a je
1
V2

IMTO y CKJIANIy ca OlleHaMa T'PEIIKe naje

My = |f'(—2)| = 0858, My=|[f"(0)|=2, My=|f""(0) =12,

1-0)?
|E(Ip)| < 35—361-41858::(10429,
1-0)°
(1-0)°
E(ls) < ——=— -12=0. :
E(Is)] < 5eeos 0.0000067

Ilobujene onene yra3yjy na CummncoHoBa (popMysia nMa 3HATHO Maby TPEIIKY
y OOHOCY Ha (hopMyJie IpaBOyraoHUKa M Tpale3a.
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ITpumep 2. CumncoHoBOM (HOPMYJIOM M3PadyHATH Ca TaYHOIMNY
5-10~°% npubmmwxEy BpemHOCT MHTErpaJa

2
/ (1 + Inx) dz.
1

Pememe. 3a ¢yurmujy f(z) = 1+Inz je fIV(z) = —627%, e je My = 6.
Ila 6u Ousa 3am0BOJbeHA maTa rpemka Ha ocHOBY (18) mopa ma Basku

—6
ssgomi =2 10

mTO BaxkW 3a m > 5, Tj. n > 10. Y3mumo n = 10 1 npuMeHNMO YOUIITEHY
CummnconoBy ¢popmyay (18) ca kopakom maTerparuje h = 0.1. Hobujamo

2
/ (1+ Inz) dx = 1.38629 + 0.00001.
1

[IpmMmeTumo ma ce oBaj MHTErpaJ MOMKE E€KCIJIUINTHO PEMmUTH, Tj. Oa je

[(14+1nz) dz = zinz+ C, Te je TauHa BPEIHOCT UHTETPAJIA f12(1 +inz) do =
2in2 = 1.38629.

Hapenau mpumep HaM geTasbHO MOKA3yje KAKO 00abUpPOM YBOPOBA MOKEMO
yTULATA Ha CTENeH TaYHOCTU PopMyie.

ITpumep 3. Onpenurtu roedunujenre ci, k= 0,1,2, kao PyHKIHje o1
TakKo Ja je popmyia

1
/ f(x) dx = cof(~a) + e f(0) + eaf(a) + R, 0 <a <1,
—1

TayHa 3a CBE MOJUHOME CTeleHa Tpu u Hwker on Tpu. Jla smu mocroju «
3a Koje je anrebapCKu CTEIeH TAYHOCTU (OopMyJse jeIHaK meT?

Pememe. /la 0u popmyna Omsia TayHa 3a CBE MOJIUHOME HIDKED CTEIEHA
oI Tpu, OHa MOpa 3amoBoJraBarTu cienehwu cucrem jemHaumHa (pemoMm 3a
1, z, 2?)
2=co+c1+ e,

0 =co(—a) + 20,

- = coa2 + czozz.

3
Pemasamem cucrema mobujamMo cy = co = &% uc, = 2(1 — &%) I[Ipume-
TUMO Ja CMO OBe KoepunujeHte, carjacHo Teopemu 2.6. M padyyHamy KO-
epunmjeHaTa MHTEPUOJANNOHEe KBagpaTypHe (OPMyJe, MOIJIA Oa 100MjeMo

1 Kao

1 B 1.2 2 1
00:/ —:r;(x @) dx, 01:/ roa 204 dzx, 02:/ —x(x+a) dx,

1 202 4, —« 1 2a?
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rae padyHameM OoOMjaMo UcTe BpenHocTu koedpunujenara. Jlakie TpakeHna
dopmya je

/_11 f(x) de = — (f(—a) +2(3a” —1)£(0) + f(a)> + R,

3a?
1 OHa je 3a CBaKo « TauHa u 3a f(x) = 23 (y mTa ce yBepaBaMo HEIOCpeI-
HOM TIpoBepoM). 3a f(z) = x? je
1
1 2/3 3
R = x4dx——oz4—|—oz4:—<——oz2)20, 3a =4/ —.
/_ . 307 ) =315 5

Kako je 3a f(z) = 2° rpemka R = 0 3a cBako a, a 3a f(z) = 2° rpemra R # 0

3a a = %, cilemu na je m3BeneHa KBagpaTypHa (GopMyia ajaredapckor

creneHa TavyHocTu b =2-3—13a a = \/g [IpumeTuMo u ga je 5 yjenso u

MaKCUMaJIaH aJrebapCKy CTENeH TAYHOCTU OBe (GopMyJie 3a TPU UYBOPA, U

- _ /3
na je caMuM THUM GopMmysa 3a o = \/; INaycosBa u rmacm

(26) / 11 f() do = g(5f<— %) +87(0) + 5f<\/§>) IR

Hamomena: 3a a =1 mobujamo ocaoBHy CummconoBY ¢opmyay (10)
' 1—(-1)
/ fla) de = == (f-1) +4£0) + fO)) + R
~1

Canma hemo maBecTu mpuMepe HEKUX OPTOTOHAJHUX IIOJMHOMA.
JlesxkaHapoBU MOJIMHOMMU

JlexxarnpoBu OMWMHOMY, NEe(PUHUCAHU Ca

1 dn .
Lu(z) = 5oy — (z2-1)", n=0,1,...

Cy OPTOTOHAJIHM y OJHOCY Ha TERUHCKY (GyHERuUjy p(xr) = 1 Ha omcedry
[—1,1]. 3a JleskanapoBe MOJIMHOME BaK PEKYDPEHTHA peJialm]ja

(20 — 1)x

1—1

(27) LZ<$) = Li_l(JZ) LZ'_Q(.’L’), 1= 2, ey
u Lo(z) =1, L1(z) = z. Coemujanno mobujamo

Lo(z) = %(3:62 —1), Ly(x) = %(53;3 ~ 32) wrn
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ITpumep 4. Onpenutu napamerpe ['aycoBe kBaapaTypre popMmyie 00-
JIVKA

/_1 f(x) de ~ Ay f(z1) + Aaf(x2) + Asf(xs3).

Pememe. Kako je y oBoMm cayuajy teskmHCcka ¢yHrmuja p(r) = 1,
onceuak [—1,1] m anrebapcku cTemeH TAYHOCTU MaKCHUMaJiaH, mpema 1eo-
pemu 2.8. x1,T2 u r3 cy myne Jlexannposor nomuuoma Lz(x), Tj.

T = — § o =0, x —\/§
1 — 57 2 — Y, 3 — 5

[Tpema ¢popmynu (24) roepunujenre A ompebyjemo kao

1 1
5 3 5 5 3 8
A0:/ —a:(a:—\/j)d:v:—, A1:/ ——<x2——>dx:—.
1 6 5 9 4, 3 5 9
Cauuno, A; = g. Hapasuo, mobusam cMO ucTe mapamMeTpe Kao mapamerpe
u3 popmyite (26) uz Ilpumepa 3., camo mro je Gpopmyia (26) usBenena pe-
maBameM CUCTEMA jeIHaurHa, a OBa M3 TEOPUje OPTOTOHAJHUX MOJMHOMA.

[Tpumerumo u3 pekypenthe popmyie (27) ma ako je L; 1 memapua ¢y-
HKIUja, a L; o mapHa QyHEUHUja, onga je L, napua ¢ysrumja. Taxobe, ako
je L;—1 mapua ¢yHEmuja, a L, o HemapHa (yHENUja, oHma je L; HemapHa
¢yuROUja. Y3 To ma je Lo mapHa, a L; HemapHa (QyHKIUja, 3aKbYydyjeMO aa
je L; mapHa ¢yHKIUja ako je ¢ mapHO, a HemapHa ako je ¢ HemapHo. Ctora
3a HyJe JIeKaHIPOBUX MOJUMHOMA BAKU Ty = —Tp_k+1, A CAMUM TUM 3a
rkoepunujenre Ay (24) Bakn

Ay = An g <k —1,.. [gD

Oryna je u Ay = Ag y mperxomuom mpumepy. ¥ ciaenehoj tabemu mate
Cy BpemHOCTU KopeHa mpBux mer JlekaHAPOBUX MOIMHOMA, KAO U OJMArO-
Bapajyhux roedunujenara pauyHaTtux mo popmynu (24).

n k Tk Ap

1 1 0. 2.

2| 1,2 | F0.57735027 1.

31| 1,3 | F0.77459667 | 0.55555556
2 0. 0.88888889

4 11,4 | F£0.86113631 | 0.34785488

2,3 | 70.33998104 | 0.65214516
5 | 1,5 | 70.90617985 | 0.23692688
2,4 | 70.53846931 | 0.47862868
3 0. 0.56888889
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IIpumep 5. Ilpumenyjyhu JlesxkanapoBe moamHOMe M3PaUyHATU UHTE-

rpaJ
w/2
/ sint dt.
0

Pememe. Cwmemom t = %(z + 1), maru maTerpas ce cBomu Ha I =

f_ll Tsing (v + 1) dz. Haxie,

f(x) = %smg(x +1), p(z) = 1.

Pauynajyhu unrerpaJje pemom 3a n =1, 2 u 3 u kopucrehu ce nmpeTxoaHOM
tabsumom 3a JlexkanapoBe mojaumHOME IOOUjaMO

I = Ay f(zy) =2- f(0) = 1.11072,
I3 = A1 f(z1) + Az f(22) + A3 f(x3) = 1.00001.

[Tpumerumo na je tauna BpenHoct mHTerpana I = cos(0) = 1.

Hanomewna: Varerpas f: f(z) dz, cmerom x = [a+ b+ (b—a)t]/2 Tpanc-
dopmumeMo y uHTErpaJ ca rpanunamva —1 m 1, 1j.

/abf(a:) dx:b;a/_11f<a—|—b—i—2(b—a)t> "

Ha wnrepBany [—1,1] Mmosxkemo npumemuBat 1 YebuieBibeBe MOJTUHOME.

YeOuimneBibeBU mOJIMTHOMMN

YebumeBpeBu MOAMHOMU, Te(PUHUCAHU Ca
(28) T, (x) = 2' " "cos(n arccosz), n = 0,1, ..

cy Ha onceuky [—1,1] oproronamau ca texxuHOM p(T) = . 3a Yebu-

IEeBJbEBE MOJIUHOME BayKU PEKYPEHTHA peJsanuja
(29) Ti(x) = 22T; 1 (x) — T;—o(x), i=2,...,n,
u To(z) =1, Ti(z) = z. Coemumjanno mobujamo

Ty(z) = 22% — 1, Ty(z) = 42® — 3z wrn
N3 uspasa (28) Buaumo na cy uHyse noaumHoma T, (x)

2k — 1
T = cosu, k=1,..,n,
2n
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IOK ce 3a KoedunujeHTe Ajp MOKe TMOKA3aTH Ma CY jeTHAKU U Oa U3HOCE

Ay =7, k=1,..,n. Crora I'aycosa dpopmyna (21) uma obgmK

1
f(z) dz
(30) / ~ f CUk
# Z
3a IPETXOTHO HaBeIeHE T.

IIpumep 6. M3BecTtu kBagpaTypHy (GOPMYILY
(2k —1
/ Z f (cos ) >
\/ T 1 — )

14t
Pememe. Cumenom 7 = ;r ) nurepsad [0, 1] npecaukaBaMo y MHTEPBAJ

[—1, 1] m maTerpas mocraje

Lf( (L+8)/2)

/o \/:c((lxi—x V1—t2

Axo crasumo ¢(t) = f((1 +1t)/2) npumenom popmyire (30) mobujamo

1 n n (2k—-1)
(2k — )7 14 cos~———
[ A IS (UYL
12 "= "= 2
. 2k — 1
_T Zf(coﬁg)’
n 4dn
k=1
yuMe je 3allaTak 3aBpIIEH.
JlarepoBu moJsimHOMMT
JlarepoBu nmosmHOMM,
dTL
P,(x)=¢e"- "e™*), n=0,1,...
(r)=e T (x"e™ ), n

cy Ha mHTepBady [0,400) OPTOroHAJHU ca TeRUHOM p(r) = e %. 3a n =
0,1,2,3 mobujaMo pemom MOJTUHOME

Py(z) =1, Py(z) = —x+1, Py(z)=a’>—42+2, Py(x) = —23+92>—18z+6.
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Tabaua ysopoBa u TeskmHa JlarepoBux mojamHOMA:

n T; A;

2 | 0.585786 0.853553
3.41421 0.146447
3| 0.415775 0.711093
2.29428 0.278518
6.28995 0.0103893
4 | 0.322548 0.603154
1.74576 0.357419
4.53662 0.0388879
9.39507 | 0.000539295

IIpumep 7. IlpumenoM OPTOTOHAJHUX TOJUHOMA U3PAUYHATU MTPUO-
JVKHY BPEIHOCT MHTErpaja

Pememe. C 063upoM Ha rpaHulle nHTErpalyje npumerrnhemo Jlarepose
OPTOrOHAJHE TOJJUHOME.

+o0 T _ 1 +o0
I:/ e &% InS dx:/ e " f(x),
0 0

e +1
rie je
e’ —1
er + 1
3a n = 3, u3 nperxomHe TabJUIE BUAUMO UBOPOBE MHTETrpAaIUje KOju CYy
myae noauaoma Ps(x), a To cy x1 = 0.415775, xo = 2.29428, u x3 = 6.28995.
Ogrosapajyhe tesxxune cy A; = 0.711093, A = 0.278518 u A3 = 0.0103893.
IIpema ToMe m3bopoM Tpu UBOpa mobdbuja ce

f(x) =¢€"In

I~ Alf(xl) + AQf(IQ) + Agf(xg) = —2.28788]1.

2

Tauna BpemHoOCT MHTErpana je —7r ~ —2.467401 ([3]).
XepMUTOBU TIOJIMTHOMMU
XepMUTOBY MOJUHOMU, Me(PUHUCAHU Ca,

d’n
° dwn(e_xQ), n=0,1,..

2
cy Ha mHTEpBady (—00,400) OpTOoroHaJHU ca TeskuHOM p(r) = e ¥ . Xep-
MUTOBY IOJMHOMM MMa]y IPUMEHY Y BepOBaTHONM, KOMOMHATOPUIN, 1 HIID.
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y ¢u3unu rme majy crama JAHEAPHOTI KBAHTHOT XaPMOHUjCKOT OCIUJIA-
topa. Cumuno kao u 3a JlekamapoBe MOJUHOME U 33 XEPMUTOBE BaKU
Ar = A, _k1+1. Here Bpemnoctu 3a xp u A, mare cy y cienehoj tabemn.

k T Ak

1 0. 1.77245385
1,2 | 70.70710678 | 0.88622693
1,3 | 71.22474487 | 0.29540898
2 0. 1.18163590
4 11,4 | 71.65068012 | 0.08131284
2,3 | 70.52464762 | 0.80491409

W= 3
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4. MATLAB nonarak

Co¢drBepckn naker M ATLAB npencraBba He3a00uma3Hu npodecuoH-
aJIHU aJIaT 38 HyMEePUYKa 1 HaydHa U3padyHaBama 1 IOCeay]je BeJuKnu 0poj
UMILIeMeHTupannX HyMmepudkux Mmerona. Camum tum M AT LAB omoryhasa,
HAJIEKO Op:KM [I0Ja3aKk A0 pellelma Hero HOpP. Y TPAAUNUOHAJJIHUM IPO-
rpaMmcikuM jesunuma monyT C'/C + 4+ u Java. Here on tux Beh moctymamx
¢yHKII]a, & TUYY ce OBOT pPala Cy:

CuMIICOHOBA MHTErpanuja : i = quad(f, a, b, tol);
Tpamnesna uaTerpanuja : i = trapz(z, y);
Nayc-JlobaToBa uaTErpanuja : i = quadl(f, a, b, tol);
CuMOOIMUKa MHTErpanuja, : i =int(f, a, b);

dyurnuja quad mHTErpaJ padyyHa aganTUBHOM mpumeHoM CHMIICOHOBE
KBaApaTypHe (OpMyJie KOja je TadyHa 3a HoJMHOMe no Tpeher cremena.
OcuoBuu 06Uk ynorpebe oe ¢yurmuje je q = quad(f, a, b, tol), roe je
f ¢ymrmmja xoja ce mHTerpaJm, a W b Cy TpaHWIe WHTerpanyje, IOOK je
tol amcosyTHa Tpelka ca KojoM ce mHTerpaJ pauyna. Hnp. y Ilpumepy 1.
TPaKUJIO Ce Ma Ce M3PavuyHa BPEOHOCT uHTerpaJa I = fol e~ dz. Tosusom
quad y Matlabu

quad('exp(-x.72)',0,1) %. ispred ~ da se naznaci da je numericki izraz

no0ujaMo

ans =
0.7468 ,

IIITO je UCTU Pe3yJITaT Koju cMo mobuau kao Ig y Ilpumepy 1.
3a Ilpumep 2. mo3mBaMo

quad('l.+log(x)',1,2,5%x10" (-6))

u mooujaMo

ans =

1.3863

Y o¢yurmmju trapz(r, y) r mpencTaBhba BEKTOD UYBOPOBa WHTErPAIUje
YOIIITEHUM Tpamne3nuM npasuioM (17), mOK y mpencraB/ba BEKTOD BpEI-
HOCTU moaAuHTEerpasjne pyurnuje f y tTum yoposuMma. Cana hemo y Matlabu
uzpavyHaTtu BpenHoct Ip u3 I[pumepa 1. :
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x=[0:0.1:1]
y=exp (-x."2
z=trapz (x,vy

; %x Jje vektor vrednosti od 0 do 1 sa razmakom 0.1 izmedju
); %primenjena funkcija na vektor x
)

~

.

’

Matlab Bpaha BpemHoCT

0.7462
Koja je ucta kao I u3 Ilpumepa 1.
[ayc-JlobaToBa kBanpatypa ce pasnukyje on l'ayc-Jlexxanngpose y on-
abupy IpaHUYHUX YBOPOBA MHTerpamuje (oHa 3a mux y3uma —1 u 1 ako ce

panu o maTepBasy [—1,1]), Ok cy ocrasu uBopoBU KOpeHu JleskaHAPOBUX
nonuaOoMa. [lapamerpu ¢ymEmuje quadl cy mcTtm Kao n 'y QyHKOUjU quad.

C npyre crpane, ¢yurmuja int(f, a, b) padyyHa MHTErpaj IPBO CUM-
oonuuku. Huop. 3a

int (sym('x* (sin(2xx))"'),1,2); %sym kao konverzija u simbolicko

Matlab Bpaha

ans =
cos(2)/2 — cos(4) - sin(2)/4 + sin(4) /4 ,

rge ca

eval (ans)

nobujaMo HYMEPUUYKY BPEITHOCT

ans =
0.0290

Ha camom kpajy usnaske ce Matlab kon kojum ce koHCTpyuIry Jlexan-
MIPOBU MOJUHOMU U CKANUPA TPAPUK TPBUX HEKOJIUKO UCTUX.
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%ime fajla lp.m
function L = legendre_poly(n)
$L{i} je ustvari L_{i-1} iz rekurentne formule
L{l} = 1;
L{2} = [1 0]; %koeficijenti kao lista
%generisanje prema rekurentnoj formuli (27)
for i=2:n
L{i+1}=((2%i-1) /i) »[L{i} 0]1-[0 O (i-1)/iL{i-1}]; %takodje rad sa listom
end

%$ime fajla lpl.m
L = legendre_poly (6)
X = linspace(-1,1);
colors="rgbcmyk';
hold on
for i =1 : 7
plot (X, polyval (L{i},X),colors(i)); %plotovanje grafika u bojama 'rgbcmyk'
end

[IymrameMm ¢ajna lpl nobujamo crnenehu rpadur npsux 7 Jlexxanaposux
MTOJIMHOMA:

a5

i | | | | | | | | | |
2 58 25 7 32 0 W2 o8 o6 W5 i

MemameM pekypenTHe pesamnuje Ha YebumenimeBy (29) ucTuM mocTymrOM
nobujaMo rpaui OTpBUX 7 MOHWYHUX YeOuUImeB/meBUX MOJIUMHOMA!
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