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Uvod

Ovaj rad je nastao kao produkt odre�enih starih afiniteta prema
polinomima jox kroz doba izuqavaǌa istih u xkoli, i novih ovo-
godixǌih afiniteta prema predmetu Numeriqka matematika. Ova
tema, takore�i, fenomenalno spaja ova dva u jedan jako mo�an rezul-
tat.

Trudio sam se da rad bude razumǉiv i da za ǌegovo qitaǌe ne
bude potrebno ogromno predznaǌe. Veliki broj teorema je dokazan
i sve je postupno izlo�eno. Ipak, za razumevaǌe rada od predznaǌa
potrebno je osnovno znaǌe o polinomima, kao i znaǌe o interpolaciji.

U prvoj glavi izlo�ena je osnovna teorija ortogonalnih poli-
noma. U drugoj glavi postepeno su izvedene uopxtene ǋutn-Kotesove
kvadraturne formule kao uvod u Gaus-Kristofelove, gde je dokazana
centralna teorema koja povezuje prve dve glave. Zatim su u tre�em
delu Primeri i primene dati primeri za ve�i deo stvari pokazanih u
prve dve teorijske glave. U qetvrtoj glavi dat je moderniji pristup
numeriqkom izraqunavaǌu kroz implementaciju u MATLAB softveru.

Na kraju, iskazujem zahvalnost mentoru, dr Aleksandru Pejqevu za
pomo� pri pisaǌu rada, dostupnost i sugestije kako bi rad bio boǉi
i lepxi.

Beograd, juna 2015. Nikola Nedeǉkovi�
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1. Ortogonalni polinomi

Ortogonalni polinomi su od velikog znaqaja u numeriqkoj matem-
atici i imaju primenu u raznim granama matematike, fizike i os-
talim primeǌenim naukama. Oni se mogu uvesti na razliqite naqine,
a ovde �e to biti ura�eno preko moment-funkcionele. U delu Primeri
i primene bi�e navedeni neki od klasiqnih ortogonalnih polinoma.
Postoje npr. i diskretni ortogonalni polinomi, kao i polinomi or-
togonalni na polukrugu (videti u [1]). U ovom delu bi�e izlo�eno
nekoliko najbitnijih teorema kojim �emo se koristiti pri uvo�eǌu
ortogonalnih polinoma u kvadraturne formule.

Definicija 1.1. Funkcija p(x) definisana na intervalu (a, b) je
te�inska funkcija ako je ona na tom intervalu nenegativna, integra-
bilna i ǌen integral je pozitivan i konaqan. Ako je interval (a, b)
beskonaqan, za te�insku funkciju p(x) potrebno je da apsolutno kon-
vergiraju integrali

Ck =

∫ b

a

xkp(x) dx,

za k = 1, 2, ... Integrale Ck nazivamo momentima te�inske funkcije p.

Definicija 1.2. Funkciju dve promenǉive δkn zovemo Kronekerovom
delta funkcijom i ona uzima vrednost 1 za k = n i 0 u suprotnom.

Definiximo sada ortogonalne polinome. Naime, neka je P lin-
earni prostor svih algebarskih polinoma nad poǉem kompleksnih bro-
jeva C, {Ck}k∈N0

niz kompleksnih brojeva i L : P → C funkcionela
definisana pomo�u:

1. L[xk] = Ck, (k = 0, 1, 2, ...);

2. L[αP (x) + βQ(x)] = αL[P (x)] + βL[Q(x)] (∀α, β ∈ C; ∀P,Q ∈ P).

Tada se ka�e da je L moment-funcionela odre�ena momentnim nizom
{Ck}k∈N0 , a za Ck se ka�e da je moment reda k.

Definicija 1.3. Niz polinoma {Qk}k∈N0 je ortogonalan u odnosu
na moment-funkcionelu L ako je

10 degQk = k;

20 L[Qk(x)Qn(x)] = 0 (k 6= n);

30 L[(Qk(x))2] 6= 0,
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za svako k, n ∈ N0.

Uslovi 20, 30 u prethodnoj definiciji mogu biti zameǌeni uslovom

L[Qk(x)Qn(x)] = Knδkn,

pri qemu je Kn 6= 0.

Specijalno niz polinoma ortogonalan u odnosu na moment-funkcionelu
definisanu sa

(1) L[f ] =

∫ b

a

p(x)f(x) dx,

gde je f ∈ P, a p te�inska funkcija �e nam biti od velikog znaqaja u
numeriqkoj integraciji.

Teorema 1.1. Neka je L moment-funkcionela i {Qk}k∈N0
niz poli-

noma. Tada su slede�a tri tvr�eǌa me�usobno ekvivalentna:

1. niz {Qk}k∈N0
je ortogonalan u odnosu na L;

2. L[P (x)Qn(x)] = 0 za svaki polinom P stepena m < n i
L[P (x)Qn(x)] 6= 0 ako je m = n;

3. L[xmQn(x)] = Knδmn, gde je Kn 6= 0 (m = 0, 1, ..., n).

Dokaz. Doka�imo prvo 1 ⇒ 2. Pretpostavimo da va�i 1. Kako je
degQk = k, to se polinom stepena m mo�e predstaviti kao linearna
kombinacija polinoma Q0, Q1, ... Qm, tj. va�i

P (x) =
m∑
k=0

αkQk(x),

gde je P polinom stepena m, pa je samim tim i αm 6= 0. Tada, s obzirom
na linearnost moment-funkcionele L, imamo

L[P (x)Qn(x)] =

m∑
k=0

αkL[Qk(x)Qn(x)] = 0

za m < n i
L[P (x)Qn(x)] = αnL[(Qn(x))2] 6= 0

za m = n, zbog αm 6= 0. Implikacija 2 ⇒ 3 se dobija stavǉaju�i
P (x) = xm. Doka�imo sada 3 ⇒ 1. Neka je k < n i Qk(x) = a0 + a1x +
a2x

2 + ...+ akx
k, ak 6= 0. Sada je

L[Qk(x)Qn(x)] =
k∑
i=0

aiL[xiQn(x)] = 0
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zbog L[xiQn(x)] = 0 (i = 0, ..., k). Tako�e je L[Qn(x)Qn(x)] = anKn 6= 0,
qime je dokaz zavrxen. 2

Postavǉa se pitaǌe egzistencije niza polinoma {Qk}k∈N0 koji je
ortogonalan u odnosu na moment-funkcionelu L, tj. ǌen momentni niz
{Ck}k∈N0

. Na to pitaǌe odgovor daje slede�a teorema.

Teorema 1.2. Potrebni i dovoǉni uslovi za egzistenciju niza
ortogonalnih polinoma u odnosu na moment-funkcionelu L su

∆k 6= 0

za k = 1, 2, ...., gde je

(2) ∆k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
C0 C1 ... Ck−1
C1 C2 ... Ck
...

Ck−1 Ck ... C2k−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
tzv. moment determinanta.

Dokaz. Neka je Qn(x) = qn0 + qn1x+ · · ·+ qnnx
n. Na osnovu tvr�eǌa

3. u Teoremi 1.1. uslovi ortogonalnosti se mogu iskazati u obliku

(3) L[xmQn(x)] =
n∑
k=0

qnkCk+m = Knδmn,

gde je Kn 6= 0, a m uzima vrednosti 0, 1, ..., n, xto je zapravo ekviva-
lentno sistemu linearnih jednaqina

(4)


C0 C1 ... Ck−1
C1 C2 ... Ck
...

Ck−1 Ck ... C2k−2

 ·

qn0
qn1
...
qnn

 =


0
0
...
Kn

 ,
gde je k = n+ 1.

Ako pretpostavimo da niz ortogonalnih polinoma u odnosu na L egzi-
stira, tada je on jedinstveno odre�en konstantama Kn u (3), xto znaqi
da sistem jednaqina (4) ima jedinstveno rexeǌe. Ako bi bilo ∆k = 0,
onda bi po Kramerovom pravilu sistem jednaqina (4) imao ili nula
ili beskonaqno mnogo rexeǌa (kontradikcija). Odatle zakǉuqujemo
da je ∆n+1 6= 0 (n ≥ 0).
Obrnuto, ako je ∆k 6= 0 (k ≥ 1), tada za proizvoǉno Kn 6= 0 sis-
tem jednaqina (4) ima jedinstveno rexeǌe, xto znaqi da polinom Qn,
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koji zadovoǉava (3) egzistira. Korix�eǌem Kramerovog pravila i
Laplasovog razvoja po k-toj koloni dobijamo

qnn = Kn
∆n

∆n+1
6= 0

za n ≥ 1 i q00 6= 0, zakǉuqujemo da je degQk = k, xto zajedno sa prethod-
nim dokazuje da je {Qk}k∈N0

niz ortogonalnih polinoma u odnosu na
L. Primetimo da je niz {Qk}k∈N0

jedinstven do na konstantu Kn (za
svaki polinom). 2

Ograniqimo se sada na moment-funkcionelu (1). Neka je {Qk}k∈N0

niz ortogonalnih polinoma u odnosu na moment-funkcionelu (1), tj.
ortogonalan sa te�inskom funkcijom p na (a, b).

Teorema 1.3. Sve nule polinoma Qk su realne, razliqite i pri-
padaju intervalu (a, b).

Dokaz. Kako je, zbog ortogonalnosti,

L[Qk(x)Q0(x)] =

∫ b

a

p(x)Qk(x)Q0(x) dx = 0,

za k ≥ 1 (za k = 0 polinom nema nula), a Q0(x) je konstanta i Q0(x) 6= 0
(ako bi bilo Q0(x) = 0, onda bi bilo L[(Q0(x))2] = L[0] = 0), onda je i∫ b

a

p(x)Qk(x) dx = 0.

Dakle, polinom Qk meǌa znak bar u jednoj taqki iz intervala (a, b), tj.
ima bar jednu realnu nulu neparnog reda u (a, b). Neka su x1, ..., xm (m ≤
k) sve realne nule neparnog reda polinoma Qk, koje le�e u (a, b).
Definiximo polinom P pomo�u

P (x) = Qk(x)ω(x),

gde je ω(x) = (x−x1) · · · (x−xm). Kako se polinom ω(x) mo�e predstaviti
u obliku

ω(x) =
m∑
i=0

αiQi(x),

imamo ∫ b

a

p(x)P (x) dx =

m∑
i=0

αi

(∫ b

a

p(x)Qk(x)Qi(x) dx
)

= αkKkδmk,

tj. ako je m < k, dobijamo
∫ b
a
p(x)P (x) dx = 0, xto je nemogu�e sa

obzirom na to da P (x) ne meǌa znak na (a, b). Samim tim mora biti
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m = k qime je dokaz zavrxen. 2

Teorema 1.4. Izme�u tri uzastopna polinoma u nizu {Qk}k∈N0
pos-

toji rekurentna relacija

Qk+1(x)− (αkx+ βk)Qk(x) + γkQk−1(x) = 0

gde su αk, βk, γk konstante.

Dokaz. Izaberimo αk takvo da je polinom R definisan pomo�u
R(x) = Qk+1(x)− αkxQk(x) stepena k. Predstavǉaǌem polinoma R kao
linearne kombinacije polinoma Q0, Q1, ..., Qk dobijamo

Qk+1(x)− αkxQk(x) = βkQk(x)−
k∑
j=1

γjQj−1(x).

Mno�eǌem ove jednakosti redom sa Qi, 0 ≤ i ≤ k − 2, i primeǌi-
vaǌem moment-funkcionele L na ǌu zakǉuqujemo redom da je γj = 0,
(j = 1, ..., k − 1). Sada se naxa jednakost svodi na poqetnu. 2

Mo�e se dokazati i obrnuto tvr�eǌe. Naime, ako niz polinoma
zadovoǉava ovu troqlanu rekurentnu relaciju, tada postoji interval
(a, b) i te�inska funkcija p u odnosu na koju je ovaj niz polinoma or-
togonalan na (a, b). Ovo nam daje neki pogled na to kako konstruixemo
odgovaraju�i niz ortogonalnih polinoma {Qk}k∈N0

.
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2. Kvadraturne formule

Poznato je da odre�eni integral funkcije raqunamo po ǋutn-Lajb-
nicovoj formuli kao ∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a),

gde je F primitivna funkcija funkcije f . Ipak, u mnogim sluqajevima
nije mogu�e primeniti ǋutn-Lajbnicovu formulu. Na primer, ako
podintegralna funkcija f nije zadata analitiqkim izrazom f(x), ve�
parovima vrednosti

(
xi, f(xi)

)
, ili kao xto je sluqaj sa raqunaǌem

integrala: ∫ b

a

e−x
2

dx,

∫ b

a

sinx

x
dx,

∫ b

a

cos(x2) dx.

gde funkcija F ne mo�e da se predstavi pomo�u konaqnog broja el-
ementarnih funkcija. Tako�e, mo�e da se desi da ǋutn-Lajbnicova
formula dovodi do vrlo slo�enog izraza, qak i kod izraqunavaǌa
integrala jednostavnijih funkcija, na primer∫ a

0

dx

1 + x3
= log

(
|a+ 1|1/3

)
− 1

6
log(a2 − a+ 1) +

1√
3
arctg

a
√

3

2− a
.

Ograniqeǌa koja se javǉaju kod primene analitiqkih metoda za raqu-
naǌe odre�enih integrala prevazilaze se uvo�eǌem numeriqkih metoda.
Formule pomo�u kojih se vrxi numeriqko izraqunavaǌe odre�enih
integrala nazivamo kvadraturnim formulama.
Opxta ideja na kojoj se zasnivaju metodi numeriqke integracije je
aproksimiraǌe jedne funkcije drugom, tj. ako f(x) aproksimiramo sa
g(x), onda je

I(f) =

∫ b

a

f(x) dx ≈
∫ b

a

g(x) dx = I(g).

Ako je g interpolacioni polinom, odgovaraju�a kvadraturna formula
naziva se interpolaciona.

2.1. ǋutn-Kotesove kvadraturne formule

Neka je f : [a, b] → R, i neka je h = b−a
n . Formirajmo ravnomernu

podelu odseqka [a, b] sa korakom h,

x0 = a; xi = x0 + ih, i = 1, ..., n.
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Ovako smo dobili n + 1 taqaka, koje su nam qvorovi interpolacije
funkcije f polinomom Pn(x) (koji je jedinstven), tj. va�i

f(x) = Pn(x) +Rn(x),

gde je

(5) Rn(x) =
f (n+1)(ξx)

(n+ 1)!
(x− x0)(x− x1)....(x− xn)

grexka interpolacije, a ξx ∈ (a, b). Sada je (zbog neprekidnosti f(x)
i Pn(x)) ∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

Pn(x) dx+

∫ b

a

Rn(x) dx.

Dobili smo kvadraturnu formulu

(6) Qn(f) =

∫ b

a

Pn(x) dx,

a grexka te kvadraturne formule je

(7) En(f) =

∫ b

a

Rn(x) dx.

Za razliqite vrednosti za n dobijaju se kvadraturne formule ra-
zliqitog stepena taqnosti (u smislu reda veliqine grexke). Raz-
motri�emo nekoliko specijalnih sluqajeva u kojima �emo u svojstvu
polinoma Pn koristiti prvi ǋutnov interpolacioni polinom sa ek-
vidistantnim qvorovima (mo�e se koristiti i Lagran�ov),

Pn(x) = Pn(x0+sh) = y0+∆y0s+
∆2y0

2!
s(s−1)+...+

∆ny0
n!

s(s−1) . . . (s−n+1),

gde je h korak podele, a ∆ky0 konaqna razlika reda k.

Napomena: Konaqne razlike se definixu kao:

∆kyi = ∆k−1yi+1 −∆k−1yi; ∆0yi = yi = f(xi).

Pravilo pravougaonika

U ovom sluqaju n = 0, tj. imamo samo jedan qvor interpolacije, pa je

Pn(x) = P0(x) = y0 = f(x0) = f(a)

,tj.

(8) Q01(f) =

∫ b

a

f(a) dx = f(a)(b− a)
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Ovo pravilo zovemo pravilom levih pravougaonika Mo�emo npr. uzeti
za qvor interpolacije desni kraj intervala b, ili sredinu intervala
a+b
2 , pa redom dobijamo Q02(f) = f(b)(b−a) i Q03(f) = f(a+b2 )(b−a), xto

su redom pravila desnih i sredǌih pravougaonika.

Trapezno pravilo

U ovom sluqaju n = 1, tj. imamo dva qvora interpolacije, pa je

Pn(x) = P1(x) = y0 + ∆y0s,

za koji je∫ b

a

P1(x) dx =

∫ 1

0

P1(x0 + sh)h ds = h

∫ 1

0

(y0 + ∆y0s) ds = h

(
y0 +

∆y0
2

)
= h

(
f(a) +

f(b)− f(a)

2

)
=
f(a) + f(b)

2
(b− a), tj.

(9) Q1(f) =
f(a) + f(b)

2
(b− a),

xto je upravo povrxina trapeza odre�enog sa qvorovima x0 = a,x1 = b
i taqkama

(
x0, f(x0)

)
,
(
x1, f(x1)

)
, xto se i moglo oqekivati s obzirom

na to da je ǋutnov interpolacioni polinom prvog stepena linearna
funkcija koja prolazi kroz ove dve taqke.

Simpsonovo pravilo

U ovom sluqaju n = 2, tj. imamo 3 qvora interpolacije x0 = a, x1 =
a+b
2 , x2 = b, pa je

Pn(x) = P2(x) = y0 + ∆y0s+
∆2y0

2!
s(s− 1).

Tada na sliqan naqin kao i za prethodno pravilo dobijamo∫ b

a

P2(x) dx =

∫ 2

0

P2(x0 + sh)h ds = h

∫ 2

0

(
y0 + ∆y0s+

∆2y0
2!

s(s− 1)
)
ds

=
b− a

6

(
f(a) + 4f

(a+ b

2

)
+ f(b)

)
, tj.

(10) Q2(f) =
b− a

6

(
f(a) + 4f

(a+ b

2

)
+ f(b)

)
U ovom sluqaju, kako je ǋutnov interpolacioni polinom tre�eg ste-
pena, Q2(f) je upravo povrxina ispod parabole koja prolazi kroz
taqke

(
x0, f(x0)

)
,
(
x1, f(x1)

)
,
(
x2, f(x2)

)
.
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2.1.1. Grexke ǋutn-Kotesovih kvadraturnih formula

Teorema 2.1. Neka je f : [a, b] → R neprekidna funkcija i neka je
funkcija g : [a, b] → R stalnog znaka na [a, b]. Tada postoji ξ ∈ [a, b]
takvo da je ∫ b

a

f(x)g(x) dx = f(ξ)

∫ b

a

g(x) dx.

Dokaz. Neka je bez gubǉeǌa opxtosti g(x) ≥ 0 na [a, b]. Kako je f
neprekidna na [a, b], ona na tom intervalu uzima svoj maksimum M =
f(xmax) i minimum m = f(xmin). Definiximo funkciju

F (z) = f(z)

∫ b

a

g(x) dx.

Sada va�i

F (xmin) = f(xmin)

∫ b

a

g(x) dx =

∫ b

a

f(xmin)g(x) dx ≤
∫ b

a

f(x)g(x) dx

i

F (xmax) = f(xmax)

∫ b

a

g(x) dx =

∫ b

a

f(xmax)g(x) dx ≥
∫ b

a

f(x)g(x) dx

Kako je F (z) neprekidna na [a, b], uz prethodna dva uslova dobijamo da
(∃ξ ∈ [a, b]) F (ξ) =

∫ b
a
f(x)g(x) dx, qime je dokaz zavrxen. 2

Teorema 2.2. Neka je f : [a, b] → R neprekidno diferencijabilna
funkcija na [a, b]. Tada postoji η ∈ [a, b] tako da za grexku E01(f)
pravila levih pravougaonika (8) va�i

(11) E01(f) =
(b− a)2

2
f ′(η).

Dokaz. Na osnovu (5) i (7) je R0(x) = f ′(ξx)(x− a) i

(12) E01(f) =

∫ b

a

R0(x) dx =

∫ b

a

f ′(ξx)(x− a) dx.

Kako je f ′ neprekidna funkcija i x−a ne meǌa znak na [a, b], primenivxi
Teoremu 2.1. na (12) dobijamo

E01(f) = f ′(η)

∫ b

a

(x− a) dx = f ′(η)
(b− a)2

2
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za neko η ∈ [a, b]. 2

Grexka pravila levih pravougaonika je u opxtem sluqaju jako ve-
lika. Sada uvodimo jednu definiciju kojom �emo se dosta koristiti.

Definicija 2.1. Kvadraturna formula Qn(f) (6) je algebarskog
stepena taqnosti m ako je En(xk) = 0 za k = 0, ...,m i En(xm+1) 6= 0.,
tj. ako je ona taqna za sve f(x) = xk gde k = 0, ...,m i nije taqna za
f(x) = xm+1.

Primetimo da je E01(f) = 0 za sve polinome nultog stepena, tj. da
je formula (8) pravila levih pravougaonika taqna za sve konstante.
To se i moglo oqekivati s obzirom na to da je ǋutnov interpolacioni
polinom u tom sluqaju zapravo nultog stepena.

Primetimo tako�e da je formula (6) taqna za sve polinome n-tog
ili maǌeg stepena, jer, kako smo tu interpolirali u n + 1-om qvoru,
ǋutnov interpolacioni polinom polinoma stepena maǌeg ili jed-
nakog n je isti taj polinom, tj. algebarski stepen taqnosti kvadraturne
formule Qn(f) je bar n.

Teorema 2.3. Neka je f : [a, b] → R dva puta neprekidno diferen-
cijabilna funkcija na [a, b]. Tada za grexku kvadraturne formule (9)
va�i

(13) E1(f) = − (b− a)3

12
f ′′(η)

za neko η ∈ [a, b].

Ova teorema se dokazuje sliqno kao prethodna tako�e primenom
Teoreme 2.1. Na narednu teoremu se ne mo�e tako lako primeniti Teo-
rema 2.1. zbog toga xto odgovaraju�a funkcija meǌa znak na zadatom
intervalu. Za potpun dokaz ove i naredne teoreme pogledati [3].

Teorema 2.4. Neka je f : [a, b]→ R qetiri puta neprekidno difer-
encijabilna funkcija na [a, b]. Tada za grexku kvadraturne formule
(10), tj. Simpsonovog pravila va�i

(14) E2(f) = − (b− a)5

2880
f (IV )(η)

za neko η ∈ [a, b].

Qetvrti izvod ovde nastaje kao produkt Lagran�ove teoreme o
sredǌoj vrednosti. Odavde vidimo da je algebarski stepen taqnosti
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Simpsonovog pravila za 1 ve�i od oqekivanog, tj. iako je ǋutnov in-
terpolacioni polinom drugog stepena, formula (10) va�i i za poli-
nome tre�eg stepena, poxto je za ǌih E2(f) = 0. Ovo je razlog zbog
kojeg se Simpsonova formula qesto koristi u numeriqkoj integraciji.

2.1.2. Uopxtene kvadraturne formule ǋutn-Kotesovog tipa

Kao xto vidimo iz prethodno izvedenih formula za grexke kod
pravila pravougaonika, trapeza i Simpsonovog, grexka se pove�ava
kako se du�ina intervala [a, b] pove�ava. Ovu grexku mo�emo sma-
ǌiti podelom ovog intervala [a, b] na maǌe podintervale, i primeǌi-
vaǌem odgovaraju�ih pravila na svaki od ǌih pojedinaqno.

Teorema 2.5. Neka je g : [a, b] → R neprekidno diferencijabilna
funkcija i neka su konstante ci, i = 1, ..., n istog znaka. Ako ti ∈ [a, b],
i = 1, ..., n, onda postoji η ∈ [a, b] takvo da je

n∑
i=1

cig
′(ti) = g′(η)

n∑
i=1

ci.

Dokaz ove teoreme je sliqan kao dokaz Teoreme 2.1.

Napravimo opet ravnomernu podelu intervala integracije [a, b] sa
korakom h, tj.

x0 = a; xi = x0 + ih, i = 1, ..., n

gde je h = b−a
n . Iz (11) i (8) dobijamo∫ b

a

f(x) dx = f(a)(b− a) +
(b− a)2

2
f ′(η)

Primenimo tu formulu na svaki podinterval [xi, xi+1], i = 0, ..., n− 1.∫ b

a

f(x) dx =
n−1∑
i=0

(∫ xi+1

xi

f(x) dx
)

=
n−1∑
i=0

(
f(xi)(xi+1 − xi)

+
(xi+1 − xi)2

2
f ′(ηi)

)
= h

n−1∑
i=0

f(xi) +
h2

2

n−1∑
i=0

f ′(ηi).

.
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Dakle, za vrednost integrala dobijenog pravilom levih pravou-
gaonika uzimamo

(15) IP = h[f(x0) + ...f(xn−1)],

dok za grexku primeǌuju�i Teoremu 2.5. dobijamo

(16) |E(IP )| ≤ (b− a)2

2n
M1,

gde je M1 = max|f ′(x)| na [a, b].
Analogno primeǌuju�i pravilo trapeza dobijamo

(17) IT =
h

2

[
f(x0) + f(xn) + 2

n−1∑
i=1

f(xi)
]
,

|E(IT )| ≤ (b− a)3

12n2
M2,

gde je M2 = max|f ′′(x)| na [a, b]. Kod Simpsonovog pravila imamo 3
qvora interpolacije, tj. 2 podintervala, pa u ovom sluqaju broj pod-
intervala mora biti paran, tj. n = 2m. Sliqno kao i u prethodna
dva sluqaja dobijamo

(18) IS =
h

3

[
f(x0) + f(x2m) + 4

m−1∑
i=0

f(x2i+1) + 2
m−1∑
i=1

f(x2i)
]
,

|E(IS)| ≤ (b− a)5

2880m4
M4,

gde je M4 = max|f (IV )(x)| na [a, b]. Formule (15), (17) i (18) redom se
nazivaju uopxteno pravilo levih pravougaonika, uopxteno trapezno
pravilo i uopxteno Simpsonovo pravilo. Ovim smo zavrxili izla-
gaǌe o ǋutn-Kotesovim kvadraturnim formulama.
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2.2. Interpolacione kvadraturne formule

Sada �emo malo formalnije definisati interpolacione kvadraturne
formule. Neka su date taqke a ≤ x0 < x1 < · · · < xn ≤ b. Za te taqke
aproksimirajmo funkciju f(x) Lagran�ovim interpolacionim poli-
nomom n-tog stepena Pn(x), gde je

Pn(x) =
n∑
k=0

f(xk)Lk(x), Lk(x) =
n∏

j=0;j 6=k

x− xj
xk − xj

=
wn+1(x)

(x− xk)w′n+1(xk)
,

i wn+1(x) = (x− x0) · · · (x− xn). Sada va�i∫ b

a

p(x)f(x) dx ≈
∫ b

a

p(x)Pn(x) dx =

n∑
k=0

(
f(xk)

∫ b

a

p(x)Lk(x) dx

)
,

(19)

∫ b

a

p(x)f(x) dx ≈
n∑
k=0

Ckf(xk)

gde su Ck te�inski koeficijenti, a p(x) te�inska funkcija definisana
u prvom delu rada,

(20) Ck =

∫ b

a

p(x)wn+1(x)

(x− xk)w′n+1(xk)
.

Definicija 2.2. Kvadraturna formula oblika (19) u kojoj se
te�inski koeficijenti Ck raqunaju po formuli (20) naziva se in-
terpolaciona kvadraturna formula.

Primetimo da su formule pravila pravougaonika, trapeza i Simp-
sonovog pravila interpolacione.

Teorema 2.6. Kvadraturna formula oblika (19) je interpolaciona
ako i samo ako je taqna za sve polinome zakǉuqno sa stepenom n.

Dokaz. (⇒): Ako je kvadraturna formula oblika (19) interpola-
ciona, onda ona i mora biti taqna za sve polinome stepena maǌeg ili
jednakog n, zato xto je Lagran�ov interpolacioni polinom takvih
polinoma isti taj polinom.
(⇐): Pretpostavimo sada da imamo kvadraturnu formulu oblika∫ b

a

p(x)f(x) dx ≈
n∑
k=0

dkf(xk)

14



i neka je ona taqna za sve polinome zakǉuqno sa stepenom n. Doka�imo
da se te�inski koeficijenti dk raqunaju po formuli (20). Posmatra-
jmo polinome

Lk(x) =
wn+1(x)

(x− xk)w′n+1(xk)
, k = 0, ..., n.

Kako su oni stepena n, za ǌih je prethodna formula taqna, tj. va�i∫ b

a

p(x)Lk(x) dx =

n∑
i=0

diLk(xi) = dk.

S druge strane, na osnovu (20) imamo Ck =
∫ b
a
p(x)Lk(x) dx, pa je konaqno

dk = Ck za k = 0, ..., n. 2

2.3. Gaus-Kristofelove kvadraturne formule

Do sada smo se bavili optimalnim odre�ivaǌem koeficijenata Ck
za interpolacione kvadraturne formule koje smo dokazali u Teoremi
2.6., i pokazali da su takve formule algebarskog stepena taqnosti
bar n. Na poboǉxaǌe stepena taqnosti mo�emo uticati i izborom
qvorova xi (i = 1, ..., n), kojima moraju odgovarati standardni te�in-
ski koeficijenti Ck (20). Upravo Gaus-Kristofelove kvadraturne
formule interpolacionog tipa poseduju maksimalan algebarski ste-
pen taqnosti. One imaju oblik

(21)

∫ b

a

p(x)f(x) dx =
n∑
k=1

Akf(xk) +Rn(f).

Prve ideje o ovakvim kvadraturama potiqu od ǋutna (1676). Kotes je
nezavisno od ǋutna koristio sliqne ideje. Oslaǌaju�i se na ǌihove
radove i svoj rad o hipergeometrijskim razvojima iz 1812. godine,
K.F.Gaus je 1814. razvio famozni metod za integraciju, koji znaqa-
jno poboǉxava dotad poznate ǋutn-Kotesove formule. U toku 19.
veka Gausove kvadrature su detaǉnije razra�ivali i daǉe razvijali
F.G.Mehler (1864), E.B.Kristofel (1858) i drugi.

Postoje npr. i kvadraturne formule koje koriste i vrednosti neko-
liko prvih izvoda funkcije u svojim qvorovima. One mogu posti�i
qak i ve�u taqnost od Gaus-Kristofelovih.

Definicija 2.2. Kvadraturna formula oblika (21) je Gausova ako
su, za unapred zadati broj qvorova n, te�inski koeficijenti A1, ..., An
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i qvorovi x1, ..., xn odabrani tako da formula poseduje maksimalni al-
gebarski stepen taqnosti.

Sada �emo dokazati da je taj maksimalni algebarski stepen taqnosti
zapravo 2n − 1 koji je oqigledno ve�i od stepena taqnosti ǋutn-
Kotesovih formula.

Teorema 2.7. Algebarski stepen taqnosti kvadraturne formule
(21) nije ve�i od 2n− 1.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. To znaqi da je kvadraturna for-
mula (21) taqna za sve polinome xk, k = 0, 1, . . . , 2n. Zbog linearnosti
integrala i formule (21), ona je taqna i za sve polinome 2n−tog ste-
pena. Neka je

wn(x) = (x− x1) . . . (x− xn),

onda je w2
n(x) polinom 2n−tog stepena za koji je∫ b

a

p(x)w2
n(x) dx > 0,

dok je, prema formuli (21),∫ b

a

p(x)w2
n(x) dx =

n∑
k=1

Akw
2
n(xk) = 0. 2

Sada �emo pokazati da postoji odabir qvorova za koji se stepen
taqnosti 2n−1 mo�e posti�i. Naredna teorema je jako bitna i oslaǌa
se na nekoliko ve� dokazanih teorema. Neka je {Qk}k∈N0

niz poli-
noma ortogonalan u odnosu na moment-funkcionelu (1). Sa Pm oz-
naqava�emo skup svih polinoma maksimalnog stepena m.

Teorema 2.8. Interpolaciona kvadraturna formula (21) ima al-
gebarski stepen taqnosti 2n − 1, ako i samo ako su xk (k = 1, . . . , n)
nule polinoma Qn(x).

Dokaz. Neka su xk (k = 1, . . . , n) nule polinoma Qn(x) koje su
prema Teoremi 1.3. realne, proste i pripadaju (a, b). Neka je, daǉe, f
proizvoǉan polinom iz P2n−1. Deǉeǌem f sa Qn(x) dobijamo

(22) f(x) = Qn(x)un−1(x) + vn−1(x),

gde su un−1 i vn−1 polinomi iz Pn−1. Imamo

(23)

∫ b

a

p(x)f(x) dx =

∫ b

a

p(x)Qn(x)un−1(x) dx+

∫ b

a

p(x)vn−1(x) dx, tj.

16



∫ b

a

p(x)f(x) dx =

∫ b

a

p(x)vn−1(x) dx,

s obzirom na to da je prvi integral na desnoj strani u jednakosti (23)
jednak nuli prema Teoremi 1.1. Kako je po Teoremi 2.6. formula (21)
taqna za sve polinome iz Pn−1∫ b

a

p(x)vn−1(x) dx =
n∑
k=1

Akvn−1(xk), a

n∑
k=1

Akvn−1(xk) =
n∑
k=1

Akf(xk),

jer se ubacivaǌem xk u (22) dobija fn−1(xk) = vn−1(xk), to je i∫ b

a

p(x)f(x) dx =
n∑
k=1

Akf(xk),

pa formula (21) ima algebarski stepen taqnosti 2n− 1.
Doka�imo sada obrnuto tvr�eǌe. Neka kvadraturna formula (21) ima
algebarski stepen taqnosti 2n − 1. Pomo�u x1, ..., xn konstruiximo
polinom Qn, takav da je

Qn(x) = (x− x1) . . . (x− xn)

i posmatrajmo integral

Im =

∫ b

a

p(x)xmQn(x) dx (m = 0, 1, ..., n− 1).

Kako je xmQn(x) polinom stepena n+m, tj. xmQn(x) ∈ P2n−1, imamo

Im =

n∑
k=1

Akx
m
k Qn(xk) = 0 (m = 0, 1, ...n− 1),

odakle zakǉuqujemo da je niz polinoma {Qn}n∈N0 ortogonalan na (a, b)
sa te�inskom funkcijom p(x). 2

Sada za koeficijente Ak imamo (wn(x) = (x− x1) . . . (x− xn))

(24) Ak =

∫ b

a

p(x)wn(x)

(x− xk)w′n(xk)
dx =

1

Q′n(xk)

∫ b

a

p(x)Qn(x)

x− xk
dx (k = 1, .., n),

zbog wn(x) = Qn(x)
an

. Mo�e se pokazati (koriste�i Hermitov interpo-
lacioni polinom) da je grexka Gausovih kvadraturnih formula

(25) Rn(f) =
f (2n)(ξ)

(2n)!a2n

∫ b

a

p(x)Qn(x)2 dx (a < ξ < b),

gde je an vode�i koeficijent u Qn(x).
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3. Primeri i primene

Primer 1. Deǉeǌem intervala integracije na 10 jednakih delova
izraqunati pribli�nu vrednost integrala

I =

∫ 1

0

e−x
2

dx

pomo�u formule levih pravougaonika, trapezne formule i Simpsonove
formule. Oceniti grexku dobijenih pribli�nih vrednosti.

Rexeǌe. Primetimo da na ovaj integral ne mo�emo primeniti
ǋutn-Lajbnicovu formulu. Neka je xi = ih, i = 0, ..., 10, gde je h = 0.1

i f(x) = e−x
2

. Primeǌuju�i formule (15), (17) i (18) dobijamo:

IP = 0.7781682,

IT =
0.1

2
(1 + 0.3678794 + 2 · 0.6781682) = 0.7462108,

IS =
0.1

3
(1 + 0.3678794 + 4 · 3.7402663 + 2 · 3.0379019) = 0.7468249.

Analizom izraza za izvode,

f ′(x) = −2xe−x
2

, f ′′(x) = 2(2x2 − 1)e−x
2

, f IV (x) = 4(4x4 − 12x2 + 3)e−x
2

uoqavamo da je

M1 = |f ′( 1√
2

)| = 0.858, M2 = |f ′′(0)| = 2, M4 = |f IV (0)| = 12,

xto u skladu sa ocenama grexke daje

|E(IP )| ≤ (1− 0)2

2 · 10
· 0.858 = 0.0429,

|E(IT )| ≤ (1− 0)3

12 · 102
· 2 = 0.0016667,

|E(IS)| ≤ (1− 0)5

2880 · 54
· 12 = 0.0000067.

Dobijene ocene ukazuju da Simpsonova formula ima znatno maǌu grexku
u odnosu na formule pravougaonika i trapeza.
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Primer 2. Simpsonovom formulom izraqunati sa taqnox�u
5 · 10−6 pribli�nu vrednost integrala∫ 2

1

(1 + lnx) dx.

Rexeǌe. Za funkciju f(x) = 1+ lnx je f IV (x) = −6x−4, te je M4 = 6.
Da bi bila zadovoǉena data grexka na osnovu (18) mora da va�i

6

2880m4
≤ 5 · 10−6,

xto va�i za m ≥ 5, tj. n ≥ 10. Uzmimo n = 10 i primenimo uopxtenu
Simpsonovu formulu (18) sa korakom integracije h = 0.1. Dobijamo∫ 2

1

(1 + lnx) dx = 1.38629± 0.00001.

Primetimo da se ovaj integral mo�e eksplicitno rexiti, tj. da je∫
(1+ lnx) dx = xlnx+C, te je taqna vrednost integrala

∫ 2

1
(1+ lnx) dx =

2ln2 = 1.38629.

Naredni primer nam detaǉno pokazuje kako odabirom qvorova mo�emo
uticati na stepen taqnosti formule.

Primer 3. Odrediti koeficijente ck, k = 0, 1, 2, kao funkcije od α
tako da je formula∫ 1

−1
f(x) dx = c0f(−α) + c1f(0) + c2f(α) +R, 0 < α ≤ 1,

taqna za sve polinome stepena tri i ni�eg od tri. Da li postoji α
za koje je algebarski stepen taqnosti formule jednak pet?

Rexeǌe. Da bi formula bila taqna za sve polinome ni�eg stepena
od tri, ona mora zadovoǉavati slede�i sistem jednaqina (redom za
1, x, x2)

2 = c0 + c1 + c2,

0 = c0(−α) + c2α,

2

3
= c0α

2 + c2α
2.

Rexavaǌem sistema dobijamo c0 = c2 = 1
3α2 i c1 = 2

(
1 − 1

3α2

)
. Prime-

timo da smo ove koeficijente, saglasno Teoremi 2.6. i raqunaǌu ko-
eficijenata interpolacione kvadraturne formule, mogli da dobijemo
i kao

c0 =

∫ 1

−1

x(x− α)

2α2
dx, c1 =

∫ 1

−1

x2 − α2

−α2
dx, c2 =

∫ 1

−1

x(x+ α)

2α2
dx,
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gde raqunaǌem dobijamo iste vrednosti koeficijenata. Dakle tra�ena
formula je∫ 1

−1
f(x) dx =

1

3α2

(
f(−α) + 2(3α2 − 1)f(0) + f(α)

)
+R,

i ona je za svako α taqna i za f(x) = x3 (u xta se uveravamo neposred-
nom proverom). Za f(x) = x4 je

R =

∫ 1

−1
x4 dx− 1

3α2
(α4 + α4) =

2

3

(3

5
− α2

)
= 0, za α =

√
3

5
.

Kako je za f(x) = x5 grexka R = 0 za svako α, a za f(x) = x6 grexka R 6= 0

za α =
√

3
5 , sledi da je izvedena kvadraturna formula algebarskog

stepena taqnosti 5 = 2 · 3− 1 za α =
√

3
5 . Primetimo i da je 5 ujedno i

maksimalan algebarski stepen taqnosti ove formule za tri qvora, i

da je samim tim formula za α =
√

3
5 Gausova i glasi

(26)

∫ 1

−1
f(x) dx =

1

9

(
5f(−

√
3

5
) + 8f(0) + 5f(

√
3

5
)

)
+R.

Napomena: Za α = 1 dobijamo osnovnu Simpsonovu formulu (10)∫ 1

−1
f(x) dx =

1− (−1)

6

(
f(−1) + 4f(0) + f(1)

)
+R.

Sada �emo navesti primere nekih ortogonalnih polinoma.

Le�androvi polinomi

Le�androvi polinomi, definisani sa

Ln(x) =
1

2nn!
· dn

dxn
(x2 − 1)n, n = 0, 1, ...

su ortogonalni u odnosu na te�insku funkciju p(x) = 1 na odseqku
[−1, 1]. Za Le�androve polinome va�i rekurentna relacija

(27) Li(x) =
(2i− 1)x

i
Li−1(x)− i− 1

i
Li−2(x), i = 2, ..., n

i L0(x) = 1, L1(x) = x. Specijalno dobijamo

L2(x) =
1

2
(3x2 − 1), L3(x) =

1

2
(5x3 − 3x) itd.
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Primer 4. Odrediti parametre Gausove kvadraturne formule ob-
lika ∫ 1

−1
f(x) dx ≈ A1f(x1) +A2f(x2) +A3f(x3).

Rexeǌe. Kako je u ovom sluqaju te�inska funkcija p(x) = 1,
odseqak [−1, 1] i algebarski stepen taqnosti maksimalan, prema Teo-
remi 2.8. x1, x2 i x3 su nule Le�androvog polinoma L3(x), tj.

x1 = −
√

3

5
, x2 = 0, x3 =

√
3

5
.

Prema formuli (24) koeficijente Ak odre�ujemo kao

A0 =

∫ 1

−1

5

6
x
(
x−

√
3

5

)
dx =

5

9
, A1 =

∫ 1

−1
−5

3

(
x2 − 3

5

)
dx =

8

9
.

Sliqno, A2 = 5
9 . Naravno, dobili smo iste parametre kao parametre

iz formule (26) iz Primera 3., samo xto je formula (26) izvedena re-
xavaǌem sistema jednaqina, a ova iz teorije ortogonalnih polinoma.

Primetimo iz rekurentne formule (27) da ako je Li−1 neparna fu-
nkcija, a Li−2 parna funkcija, onda je Li parna funkcija. Tako�e, ako
je Li−1 parna funkcija, a Li−2 neparna funkcija, onda je Li neparna
funkcija. Uz to da je L0 parna, a L1 neparna funkcija, zakǉuqujemo da
je Li parna funkcija ako je i parno, a neparna ako je i neparno. Stoga
za nule Le�androvih polinoma va�i xk = −xn−k+1, i samim tim za
koeficijente Ak (24) va�i

Ak = An−k+1

(
k = 1, ...,

[
n

2

])
.

Otuda je i A2 = A0 u prethodnom primeru. U slede�oj tabeli date
su vrednosti korena prvih pet Le�androvih polinoma, kao i odgo-
varaju�ih koeficijenata raqunatih po formuli (24).

n k xk Ak
1 1 0. 2.
2 1,2 ∓0.57735027 1.
3 1,3 ∓0.77459667 0.55555556

2 0. 0.88888889
4 1,4 ∓0.86113631 0.34785488

2,3 ∓0.33998104 0.65214516
5 1,5 ∓0.90617985 0.23692688

2,4 ∓0.53846931 0.47862868
3 0. 0.56888889
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Primer 5. Primeǌuju�i Le�androve polinome izraqunati inte-
gral ∫ π/2

0

sint dt.

Rexeǌe. Smenom t = π
4 (x + 1), dati integral se svodi na I =∫ 1

−1
π
4 sin

π
4 (x+ 1) dx. Dakle,

f(x) =
π

4
sin

π

4
(x+ 1), p(x) = 1.

Raqunaju�i integrale redom za n =1, 2 i 3 i koriste�i se prethodnom
tablicom za Le�androve polinome dobijamo

I1 = A1f(x1) = 2 · f(0) = 1.11072,

I2 = A1f(x1) +A2f(x2) = 1 · f(−0.577350) + 1 · f(0.577350) = 0.99847,

I3 = A1f(x1) +A2f(x2) +A3f(x3) = 1.00001.

Primetimo da je taqna vrednost integrala I = cos(0) = 1.

Napomena: Integral
∫ b
a
f(x) dx, smenom x = [a+ b+ (b− a)t]/2 trans-

formixemo u integral sa granicama −1 i 1, tj.∫ b

a

f(x) dx =
b− a

2

∫ 1

−1
f

(
a+ b+ (b− a)t

2

)
dt.

Na intervalu [−1, 1] mo�emo primeǌivati i Qebixevǉeve polinome.

Qebixevǉevi polinomi

Qebixevǉevi polinomi, definisani sa

(28) Tn(x) = 21−ncos(n arccosx), n = 0, 1, ..

su na odseqku [−1, 1] ortogonalni sa te�inom p(x) = 1√
1−x2

. Za Qebi-
xevǉeve polinome va�i rekurentna relacija

(29) Ti(x) = 2xTi−1(x)− Ti−2(x), i = 2, ..., n,

i T0(x) = 1, T1(x) = x. Specijalno dobijamo

T2(x) = 2x2 − 1, T3(x) = 4x3 − 3x itd.

Iz izraza (28) vidimo da su nule polinoma Tn(x)

xk = cos
(2k − 1)π

2n
, k = 1, ..., n,
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dok se za koeficijente Ak mo�e pokazati da su jednaki i da iznose
Ak = π

n , k = 1, ..., n. Stoga Gausova formula (21) ima oblik

(30)

∫ 1

−1

f(x) dx√
1− x2

≈ π

n

n∑
k=1

f(xk)

za prethodno navedene xk.

Primer 6. Izvesti kvadraturnu formulu∫ 1

0

f(x)√
x(1− x)

dx ≈ π

n

n∑
k=1

f

(
cos2

(2k − 1)π

4n

)

Rexeǌe. Smenom x = (1+t)
2 interval [0, 1] preslikavamo u interval

[−1, 1] i integral postaje∫ 1

0

f(x)√
x(1− x)

dx =

∫ 1

−1

f((1 + t)/2)√
1− t2

dt.

Ako stavimo g(t) = f((1 + t)/2) primenom formule (30) dobijamo∫ 1

−1

g(t)√
1− t2

dt ≈ π

n

n∑
k=1

g

(
cos

(2k − 1)π

2n

)
=
π

n

n∑
k=1

f

(
1 + cos (2k−1)π2n

2

)

=
π

n

n∑
k=1

f

(
cos2

(2k − 1)π

4n

)
,

qime je zadatak zavrxen.

Lagerovi polinomi

Lagerovi polinomi,

Pn(x) = ex · dn

dxn
(xne−x), n = 0, 1, ...

su na intervalu [0,+∞) ortogonalni sa te�inom p(x) = e−x. Za n =
0, 1, 2, 3 dobijamo redom polinome

P0(x) = 1, P1(x) = −x+1, P2(x) = x2−4x+2, P3(x) = −x3+9x2−18x+6.
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Tablica qvorova i te�ina Lagerovih polinoma:

n xi Ai
2 0.585786 0.853553

3.41421 0.146447
3 0.415775 0.711093

2.29428 0.278518
6.28995 0.0103893

4 0.322548 0.603154
1.74576 0.357419
4.53662 0.0388879
9.39507 0.000539295

Primer 7. Primenom ortogonalnih polinoma izraqunati prib-
li�nu vrednost integrala

I =

∫ +∞

0

ln
ex − 1

ex + 1
dx.

Rexeǌe. S obzirom na granice integracije primeni�emo Lagerove
ortogonalne polinome.

I =

∫ +∞

0

e−x ex ln
ex − 1

ex + 1
dx =

∫ +∞

0

e−xf(x),

gde je

f(x) = ex ln
ex − 1

ex + 1
.

Za n = 3, iz prethodne tablice vidimo qvorove integracije koji su
nule polinoma P3(x), a to su x1 = 0.415775, x2 = 2.29428, i x3 = 6.28995.
Odgovaraju�e te�ine su A1 = 0.711093, A2 = 0.278518 i A3 = 0.0103893.
Prema tome izborom tri qvora dobija se

I ≈ A1f(x1) +A2f(x2) +A3f(x3) = −2.287881.

Taqna vrednost integrala je −π
2

4 ≈ −2.467401 ([3]).

Hermitovi polinomi

Hermitovi polinomi, definisani sa

Hn(x) = (−1)nex
2

· dn

dxn
(e−x

2

), n = 0, 1, ...

su na intervalu (−∞,+∞) ortogonalni sa te�inom p(x) = e−x
2

. Her-
mitovi polinomi imaju primenu u verovatno�i, kombinatorici, i npr.
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u fizici gde daju staǌa linearnog kvantnog harmonijskog oscila-
tora. Sliqno kao i za Le�androve polinome i za Hermitove va�i
Ak = An−k+1. Neke vrednosti za xk i Ak date su u slede�oj tabeli.

n k xk Ak
1 1 0. 1.77245385
2 1,2 ∓0.70710678 0.88622693
3 1,3 ∓1.22474487 0.29540898

2 0. 1.18163590
4 1,4 ∓1.65068012 0.08131284

2,3 ∓0.52464762 0.80491409
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4. MATLAB dodatak

Softverski paket MATLAB predstavǉa nezaobilazni profesion-
alni alat za numeriqka i nauqna izraqunavaǌa i poseduje veliki broj
implementiranih numeriqkih metoda. Samim timMATLAB omogu�ava
daleko br�i dolazak do rexeǌa nego npr. u tradicionalnim pro-
gramskim jezicima poput C/C + + i Java. Neke od tih ve� dostupnih
funkcija, a tiqu se ovog rada su:

Simpsonova integracija : i = quad(f, a, b, tol);
Trapezna integracija : i = trapz(x, y);
Gaus-Lobatova integracija : i = quad1(f, a, b, tol);
Simboliqka integracija : i = int(f, a, b);

Funkcija quad integral raquna adaptivnom primenom Simpsonove
kvadraturne formule koja je taqna za polinome do tre�eg stepena.
Osnovni oblik upotrebe ove funkcije je q = quad(f, a, b, tol), gde je
f funkcija koja se integrali, a i b su granice integracije, dok je
tol apsolutna grexka sa kojom se integral raquna. Npr. u Primeru 1.
tra�ilo se da se izraquna vrednost integrala I =

∫ 1

0
e−x

2

dx. Pozivom
quad u Matlabu

quad('exp(-x.ˆ2)',0,1) %. ispred ˆ da se naznaci da je numericki izraz

dobijamo

ans =

0.7468 ,

xto je isti rezultat koji smo dobili kao IS u Primeru 1.
Za Primer 2. pozivamo

quad('1.+log(x)',1,2,5*10ˆ(-6))

i dobijamo

ans =

1.3863 .

U funkciji trapz(x, y) x predstavǉa vektor qvorova integracije
uopxtenim trapeznim pravilom (17), dok y predstavǉa vektor vred-
nosti podintegralne funkcije f u tim qvorovima. Sada �emo uMatlabu
izraqunati vrednost IT iz Primera 1. :
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x=[0:0.1:1]; %x je vektor vrednosti od 0 do 1 sa razmakom 0.1 izmedju
y=exp(-x.ˆ2); %primenjena funkcija na vektor x
z=trapz(x,y);

Matlab vra�a vrednost

z =

0.7462 ,

koja je ista kao IT iz Primera 1.

Gaus-Lobatova kvadratura se razlikuje od Gaus-Le�androve u od-
abiru graniqnih qvorova integracije (ona za ǌih uzima −1 i 1 ako se
radi o intervalu [−1, 1]), dok su ostali qvorovi koreni Le�androvih
polinoma. Parametri funkcije quad1 su isti kao i u funkciji quad.

S druge strane, funkcija int(f, a, b) raquna integral prvo sim-
boliqki. Npr. za

int(sym('x*(sin(2*x))'),1,2); %sym kao konverzija u simbolicko

Matlab vra�a

ans =

cos(2)/2 - cos(4) - sin(2)/4 + sin(4)/4 ,

gde sa

eval(ans)

dobijamo numeriqku vrednost

ans =

0.0290 .

Na samom kraju izla�e se Matlab kod kojim se konstruixu Le�an-
drovi polinomi i skicira grafik prvih nekoliko istih.
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%ime fajla lp.m
function L = legendre poly(n)
%L{i} je ustvari L {i-1} iz rekurentne formule
L{1} = 1;
L{2} = [1 0]; %koeficijenti kao lista
%generisanje prema rekurentnoj formuli (27)
for i=2:n

L{i+1}=((2*i-1)/i)*[L{i} 0]-[0 0 (i-1)/i*L{i-1}]; %takodje rad sa listom
end

%ime fajla lp1.m
L = legendre poly(6)
X = linspace(-1,1);
colors='rgbcmyk';
hold on
for i = 1 : 7

plot(X, polyval(L{i},X),colors(i)); %plotovanje grafika u bojama 'rgbcmyk'
end

Puxtaǌem fajla lp1 dobijamo slede�i grafik prvih 7 Le�androvih
polinoma:

Meǌaǌem rekurentne relacije na Qebixevǉevu (29) istim postupkom
dobijamo grafik prvih 7 moniqnih Qebixevǉevih polinoma:
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